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姓名:

学号:

学院:

年级:
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授课教师：张正 薛博卿 董俊斌 陈克应
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考生须知：

1. 请严格遵守考场纪律，禁止任何形式的作弊行为。
2. 参加闭卷考试的考生，除携带必要考试用具外，书籍、笔记、掌上电脑和其
他电子设备等物品一律按要求放在指定位置。

3. 参加开卷考试的考生，可以携带教师指定的材料独立完成考试，但不准相互
讨论，不准交换材料。

考试成绩录入表：

题号 1 2 3 4 5 6 7 8 总分

计分

复核

评卷人签名: 复核人签名:

日期: 日期:



1

1.

分数:

页码:

（30 分，每小题 5 分）填空选择题

(1) 写出数列 {an} 是基本列（即 Cauchy 列）的 ε−N 定义：

若 ，

则称 {an} 为基本列.

(2) 计算函数极限 lim
x→0

∫ 3x

0
ln (1 + 3t) dt

x sinx
= .

(3) 设 f(x) = e−πx2
，则

f (2n)(0) = ，f (2n+1)(0) = .

(4) 星形线
{

x = 2 cos3 t
y = 2 sin3 t

(0 ≤ t ≤ π

4
) 的弧长是 .

(5) 计算无穷积分
∫ +∞

1
xe−x dx = .

(6) 判断下列数项级数的敛散性并将正确的选项填写在空格处.

(a) 级数
∞∑
n=1

sinn√
n

(A) 绝对收敛; (B) 条件收敛; (C) 发散.

(b) 级数
∞∑
n=1

(−1)n
√
n

n+ 2020

(A) 绝对收敛; (B) 条件收敛; (C) 发散.
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2.

分数:

页码:

（8 分）求不定积分 ∫
2x2 − x+ 3

x3 + 1
dx.
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3.

分数:

页码:

（10 分）设

f(t) =

{
sin 1

t , t ̸= 0,

0, t = 0.

又令 F (x) =

∫ x

0
f(t)dt. 证明：F (x) 在 x = 0 处可导且 F ′(0) = 0.

(提示：先用分部积分公式对 F (x) 进行改写.)
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4.

分数:

页码:

（10 分）设 f(x) 在区间 [0, 1] 上导函数连续，且满足 |f ′(x)| ≤ 1.

(1) 证明：对任意正整数 n，任意的正整数 1 ≤ k ≤ n，和任意 x ∈ [k−1
n , kn ]，

成立：|f(x)− f(
k − 1

n
)| ≤ |x− k − 1

n
|.

(2) 证明：对任意正整数 n，有

∣∣∣∣∣
∫ 1

0
f(x)dx− 1

n

n∑
k=1

f(
k − 1

n
)

∣∣∣∣∣ ≤ 1

2n
.



5

5.

分数:

页码:

（12 分）考虑函数项级数 S(x) =

∞∑
n=1

nx

enx2 , x ∈ (0,+∞).

(1) 证明：此级数在 (0,+∞) 上连续.



6页码:

(2) 证明 S(x) 在 0 点附近无界（因此
∫ 1

0
S(x)dx 是一个瑕积分）. 判断

瑕积分
∫ 1

0
S(x)dx 是否收敛并说明理由.
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6.

分数:

页码:

（10 分）求幂级数
∞∑
n=1

n2 + 1

n
xn 的收敛域及和函数.
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7.

分数:

页码:

（10 分）

(1) 考虑数列 Bn =
π

2
− arctann. 试用 ε−N 定义证明：

lim
n→∞

(Bn +
1

22
Bn−1 + · · ·+ 1

n2
B1) = 0.

(2) 若已知
∞∑
n=1

1

n2
=

π2

6
. 求数列极限

lim
n→∞

(arctann+
1

22
arctan(n− 1) + · · ·+ 1

n2
arctan 1).
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8.

分数:

页码:

（10 分）函数列 {fn(x)} 在区间 I 上一致等度连续，是指：对任意 ε > 0,
存在只与 ε 有关的 δ > 0, 使得当 x1, x2 ∈ I，且 |x1 − x2| < δ 时，对所有 n

都有：

|fn(x1)− fn(x2)| < ε.

设 {fn(x)} 为闭区间 [a, b] 上的一致收敛的连续函数列，证明：{fn(x)} 在
[a, b] 上一致等度连续.


