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第0章 背景与例子

艺术源于生活，数学也是如此. 人类在生产生活中积累了大量实际问题，逐渐地抽象出数学概念、方
法与思想，进而形成越来越完善的数学理论。而理论的实践与应用也给人们带来巨大的帮助，推动了社

会的发展.
在线性代数课程中，有三个基本的研究对象. 第一是线性方程组，它们来源于具体的问题. 第二是线

性空间，这是与线性方程组紧密相伴的数学概念，是一种精美的数学结构，事实上，我们就生活在一个三

维的空间里. 第三则是线性变换，它建立起线性空间之间的相互联系，也使我们生活的世界动了起来，丰
富多彩。

(a) 刚体旋转 (b) 人脸识别/图像旋转

我们以平面上的旋转为例. 刚体旋转是物体运动的一种基本方式. 而在人脸识别过程中，为了识别侧
脸或斜脸，往往要对拍摄到的画面作一些修正，也会涉及旋转. 我们考虑以下简化后的问题：

例 0.1. 在直角坐标平面xOy中，一个处于(x, y)处的质点绕原点逆时针转动了θ0 (0 ≤ θ0 < 2π)弧度后，

新位置的坐标(u, v) 是多少? 反之，若已知新位置的坐标(u, v)，那么原位置的坐标(x, y)又是多少？

分析. 在平面直角坐标系中画出(x, y)与(u, v)，当我们这样做时，就已经使用了线性空间的概念. 记

R2 = {(x, y) : x, y ∈ R},

每一个数对(x, y)与xOy平面上的一点一一对应.
由于在旋转的过程中质点与原点的距离是保持不变的，使用极坐标表示（如图）更加合适. 假设原位

置的极坐标为(r, θ)，则新位置的极坐标为(r, θ + θ0). 它们满足关系式 x = r cos θ,

y = r sin θ
,

 u = r cos(θ + θ0),

v = r sin(θ + θ0).
(1)

利用三角函数公式

cos(θ + θ0) = cos θ cos θ0 − sin θ sin θ0, sin(θ + θ0) = sin θ cos θ0 + cos θ sin θ0,

我们将(1)式中的辅助变量r和θ代换，得到(x, y)与(u, v)的关系如下： (cos θ0)x − (sin θ0) y = u,

(sin θ0)x + (cos θ0) y = v.
(2)
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线性代数I

当θ0为给定常数时，cos θ0和sin θ0均为常数. 对第二个问题而言，u, v也是已知的，所以(2)式是关
于x, y的二元一次方程组，通过解该方程组，便可得到原坐标(x, y).
从几何上看，式(2)中的每个方程都表示xOy面上的一条直线，而方程组的解对应于同时位于两条直

线上的点. 而平面上的两条直线共有三种位置关系：相交、平行或重合. 当θ0 = 0或π时，它们包含一条竖

线和一条横线. 而当θ0 6= 0, π时，注意到

(cos θ0)(cos θ0)− (− sin θ0)(sin θ0) = 1 6= 0, (3)

不会出现
cos θ0
sin θ0

=
− sin θ0
cos θ0

的情形，即直线方程的一次项系数不成比例，两条直线相交于一点. 这一点的坐标便是方程组(2)的唯一
解.
对于第一个问题而言，旋转可以看成xOy平面到自身的一个映射. 用Rθ0表示绕原点逆时针转动θ0弧

度，根据(2)式，映射Rθ0 : R2 → R2满足

Rθ0(x, y) = (u, v) =
(
(cos θ0)x− (sin θ0)y, (sin θ0)x+ (cos θ0)y

)
.

这里的R2是线性空间，而Rθ0则是线性空间之间的一个线性变换.
回到第二个问题，从新坐标到原坐标是否为一个“相反”的旋转过程？事实上，顺时针旋转θ0弧度等

同于逆时针转动了−θ0弧度，因此

(x, y) = R−θ0(u, v) =
(
(cos(−θ0))u− (sin(−θ0))v, (sin(−θ0))u+ (cos(−θ0))v

)
=

(
(cos θ0)u+ (sin θ0)v, −(sin θ0)u+ (cos θ0)v

)
.

到此我们已经回答完了例0.1中的问题. 如果更进一步思考一下，这个例子里的(3)式是否起了很关键
的作用？除了旋转之外的运动是否也存在某种与之“相反”的运动呢？

通过以上例子可以看出，线性变换通过一些线性方程，建立了线性空间之间的关联. 如何刻画一个线
性变换的结构或是变换效果，是线性代数理论中的主要课题之一.

早在西汉年间，由张苍、耿寿昌定稿的《九章算术》中就有这样一个问题：“今有上禾三秉，中禾二

秉，下禾一秉，实三十九斗；上禾二秉，中禾三秉，下禾一秉，实三十四斗；上禾一秉，中禾二秉，下禾

三秉，实二十六斗；问上、中、下禾实一秉各几何？”

我们用x, y, z分别表示上、中、下禾的秉数，就得到线性方程组
3x +2y +z = 39

2x +3y +z = 34

x +2y +3z = 26

(4)
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线性代数I

在现代，这样的一个线性方程组并不难解，然而科技发展的突飞猛进也意味着我们会遇到规模非常庞大

的方程组，如何找到一般性的方法，并形成理论，是线性代数这门课程的任务之一. 一个自然而然的尝试
是，找出方程组中的核心数据，刨除不重要的信息，这是一个非常重要的数学思想. 事实上，古人就是这
么做的：

图 1: 《九章算术》中的解题过程

未知变量用x, y, z表示，还是用x1, x2, x3表示，并无本质区别. 但只要看到上图的数字和它们所在位
置，我们就可以重新写出方程组(4). 当方程规模越来越大时，上图的形式显然比(4)的写法简洁明了许多.
将古人的书写习惯更换为现代的书写习惯，我们可以将图1写为如下形式：

3 2 1 39

2 3 1 34

1 2 3 26

 .

我们将以上的表达式称为矩阵. 矩阵也是线性代数的一个基本研究对象，没有将它列在三者之中的原因
是：矩阵就是线性变换，而当我们在有限维度进行讨论时，线性变换也可以写成矩阵.
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第1章 线性方程组与矩阵

1.1 线性方程组与矩阵

在本讲义中，我们用F表示实数域R或复数域C，并将其中的数称为标量. 在讨论每个问题之前，F =

R或F = C就已经选定，在讨论的中途是不可以更换的.
包含n个未知变量的m个方程组成的线性方程组可以写成以下形式：

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm,

(1.1)

其中aij ∈ F是给定的常数. 我们也可以将(1.1)写成
n∑

j=1

aijxj = bi, (1 ≤ i ≤ n).

如果将s1, s2, . . . , sn ∈ F分别代入未知元x1, x2, . . . , xn所在的位置，使得(1.1)成立的话，我们就称

x1 = s1, x2 = s2, . . . , xn = sn

是方程组(1.1)的一个解. 为了方便，有时也将这样的解记成n元有序数组 (s1, s2, . . . , sn).
例0.1中的由两个方程组成的二元一次方程组，对应了两条直线相交的情形，这时方程组有唯一解. 当

两条直线平行时，方程组无解. 而当两条直线重合时，方程组有无穷多组解. 在本讲义中，我们将使用如
下术语：若一个线性方程组有解，我们称其为相容的，否则称其为不相容的.
接下来，我们提取方程组(1.1)中的核心信息:

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

... . . . ...
am1 am2 . . . amn

 ,


a11 a12 . . . a1n b1

a21 a22 . . . a2n b2
...

... . . . ...
...

am1 am2 . . . amn bm


前者被称为方程组(1.1)的系数矩阵，而后者被称为方程组(1.1)的增广矩阵. 后者中的虚线是可以省去的，
画上它仅仅是为了一目了然.
更一般地，将一些对象按照长方阵列排列，所得到的便被称为矩阵. 矩阵中的对象则称为元素. 我们

用Mm×n(F)表示形如 
a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

... . . . ...
am1 am2 . . . amn
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线性代数I

的m × n阶F-矩阵全体所构成的集合，这里的m × n表示矩阵具有m行、n列，而矩阵中的元素aij均来自

于F. 当F = R（或C）时，可直接称矩阵为实矩阵（或复矩阵）. 当行列数相同，即m = n时，我们又将矩

阵称为n阶方阵，我们用Mn(F) 表示所有的n阶F-方阵全体所组成的集合. 我们亦将n × 1阶矩阵称为n阶

列矩阵或n维列向量，将1× n 阶矩阵称为n阶行矩阵或n维行向量.

例 1.1. 以下均为实矩阵：从左到右依次可称为3× 2阶矩阵、4阶行矩阵、3阶方阵、2维列向量、1阶方阵.

特别地，一阶F-方阵[a]与F 中的数a在数学上并没有本质区别，在大多数时候我们认为它们是相同的.

除了线性方程组的系数矩阵与增广矩阵之外，在很多其它场合，矩阵都起到了记录数据的作用.

例 1.2. 以下三个分数表

作业 代数 分析

学生1 100 100

学生2 95 90

学生3 70 65

期中 代数 分析

学生1 91 94

学生2 68 85

学生3 47 32

期末 代数 分析

学生1 72 68

学生2 64 70

学生3 26 63

可以用三个矩阵分别表示：

A =


100 100

95 90

70 65

 , B =


91 94

68 85

47 32

 , C =


72 68

64 70

26 63

 .

例 1.3. 假设四个城市之间每天直达航班的数量由以下加权有向图（见左图）表示，箭头指出了航班起飞
和降落的城市，而箭头上的数字记录了当天的不同航班数. 这些数据亦可以列成表格，以矩阵的形式记

(a) 加权图 (b) 邻接矩阵

录. 右侧的矩阵称为左图的邻接矩阵，第i行第j列的元素表示当天第i个城市发往第j个城市的直达航班数

量.

1.2 高斯消元法

让我们回到解线性方程组来，要想解一个较为复杂的方程组，我们采取的数学思想为：在不改变方

程组的解的前提下，想办法简化方程组.
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线性代数I

我们用以下线性方程组为例，作一些尝试.
2x+ 4y + 5z = 4, (1.2)

99x+ 99y + 198z = 198, (1.3)

3x− y + 7z = 0. (1.4)

观察到式(1.3)中的系数相对较大，将整个式子除以99，方程组的解是不会改变的. 于是得到
2x+ 4y + 5z = 4, (1.5)

x+ y + 2z = 2, (1.6)

3x− y + 7z = 0. (1.7)

如果可以消去方程中的一个未知数，得到含有未知数更少的方程，对解方程是有利的. 因此我们将式(1.5)、
(1.7)分别减去式(1.6)的2倍、3倍，可得 

2y + z = 0, (1.8)

x+ y + 2z = 2, (1.9)

−4y + z = -6. (1.10)

接下来，我们交换一下式(1.8)与式(1.9)的位置，即
x+ y + 2z = 2, (1.11)

2y + z = 0, (1.12)

−4y + z = -6. (1.13)

直到这时，整个方程组的解没有被改变，而式(1.12)、(1.13)组成了一个二元一次方程组，这样就达到了
降阶简化的目的. 我们对式(1.12)、(1.13)继续上述的简化过程，将式(1.13)加上式(1.12)的2倍，得

x+ y + 2z = 2, (1.14)

2y + z = 0, (1.15)

3z = -6. (1.16)

这时，可从方程(1.16)解得
z =

−6

3
= −2. (1.17)

代入方程(1.15)后，解得
y =

−z

2
= 1. (1.18)

再一起代入方程(1.14)，得
x = 2− y − 2z = 5. (1.19)

故原方程组的解为(5, 1,−2).
式(1.2)-(1.16)中所展示的化简方法被称为高斯消元法，而式(1.17)-(1.19)则被称为回代过程. 一般而

言，常用的线性方程组的初等变换有以下三类：

I 在某个方程上乘以非零常数;
II 交换两个方程的位置;
III 将某个方程的常数倍加到另外一个方程上.
在第一类变换中，在某个方程上乘以0相当于直接去掉了这个方程，乘“非零”常数才能保证原方程

组的解不变. 在上述例子中，如果我们不交换式(1.8)、(1.9)的位置，其实对解方程并没有影响. 但是当方
程的个数上升到成百上千时，是有必要用第II类初等变换整理一下次序的. 我们习惯把变量个数多的方程
置于较上方的位置，把降阶后所得的方程置于较下方的位置. 从数学理论的角度而言，这样的方式更具有
结构性，而从应用的角度而言，也更有利于在计算机上编写程序.
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事实上，回代过程也可由初等行变换来实现. 我们将式(1.15)、(1.16)分别除以2、3，得
x+ y + 2z = 2, (1.20)

y +
1

2
z = 0, (1.21)

z = -2. (1.22)

进一步，再令式(1.20)、(1.21)分别减去(1.21)式的2倍、1/2倍，得
x+ y = 6, (1.23)

y = 1, (1.24)

z = -2. (1.25)

最后，在式两端同时减去式，得 
x = 5, (1.26)

y = 1, (1.27)

z = -2. (1.28)

这时，我们直接得到了方程组的解(5, 1,−2). 式(1.2)-(1.16),以及式(1.20)-(1.28)中所展示的方法合称高
斯-约当消元法.
由于将方程组写成增广矩阵会更加简洁，我们对应地定义矩阵的三类初等列变换：

I 矩阵的某一行乘以非零常数;
II 交换矩阵的两行;
III 将矩阵某一行的常数倍加到另外一行上.
具体形式如下： 

. . . . . . . . . . . .

ai1 ai2 . . . ain

. . . . . . . . . . . .

 c·(行i)−→


. . . . . . . . . . . .

cai1 cai2 . . . cain

. . . . . . . . . . . .

 ,



. . . . . . . . . . . .

ai1 ai2 . . . ain

. . . . . . . . . . . .

aj1 aj2 . . . ajn

. . . . . . . . . . . .


交换行i,j−→



. . . . . . . . . . . .

aj1 aj2 . . . ajn

. . . . . . . . . . . .

ai1 ai2 . . . ain

. . . . . . . . . . . .


,



. . . . . . . . . . . .

ai1 ai2 . . . ain

. . . . . . . . . . . .

aj1 aj2 . . . ajn

. . . . . . . . . . . .


行i+c·(行j)−→



. . . . . . . . . . . .

ai1 + caj1 ai2 + caj2 . . . ain + cajn

. . . . . . . . . . . .

aj1 aj2 . . . cajn

. . . . . . . . . . . .


.

另外，将“行”替换为“列”所对应的变换称为矩阵的初等列变换.
现在我们将前一个例子的求解过程用该线性方程组的增广矩阵的初等行变换展示出来：
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2 4 5 4

99 99 198 198

3 −1 7 0

 (1/99)·(行2)−→


2 4 5 4

1 1 2 2

3 −1 7 0

 行1−2·(行2)

行3−3·(行2)−→


0 2 1 0

1 1 2 2

0 −4 1 −6


交换行1,2−→


1 1 2 2

0 2 1 0

0 −4 1 −6

 行3+2·(行2)−→


1 1 2 2

0 2 1 0

0 0 3 −6


(1/2)·(行2)

(1/3)·(行3)−→


1 1 2 2

0 1 1/2 0

0 0 1 −2

 行1−2·(行3)

行2−(1/2)·(行3)−→


1 1 0 6

0 1 0 1

0 0 1 −2

 行1−·(行2)−→


1 0 0 5

0 1 0 1

0 0 1 −2

 .

使用高斯消元法对方程组进行变换的最后，后一个方程的变量个数（即系数非零的变量个数）总是

严格小于前一个方程的变量个数. 对应地，我们定义矩阵的阶梯型如下.

定义 1.1. 我们称一个矩阵R为（行）阶梯阵，是指其满足以下两个条件:
(i) 零行均位于非零行的下方；
(ii) 下方的非零首元总在上方的非零首元右侧.
若矩阵A可通过初等行变换化为阶梯阵R，则我们称A具有阶梯型R.

这里非零首元指的是一个非零行中从左到右第一个出现的非零元素. 我们称其所在的位置为首元位
置，而它所对应的变量称为主变元或主变量.

例 1.4. 以下为阶梯阵的示例：

而高斯-约当消元法将下方出现的主变元在上方方程中进一步消去，最后化为形如

xk1
+
∑

( ) = b′1

xk2
+
∑

( ) = b′2

. . . . . . . . . . . .

xkr
+
∑

( ) = b′r

0 = b′r+1

. . . . . .

0 = b′m

(1.29)

的形式，从它较容易直接写出方程组的所有解. 对应地，我们定义矩阵的简约阶梯型如下：

定义 1.2. 我们称一个（行）阶梯阵R为（行）简约阶梯阵，是指其满足以下两个条件:
(iii) 非零首元均为1;
(iv) 非零首元所在的列中，其他元素均为0.
若矩阵A可通过初等行变换化为简约阶梯阵R，则我们称A具有简约阶梯型R.

例 1.5. 以下为简约阶梯阵的示例：
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定理 1.6. （1）任何矩阵都具有阶梯型，也都具有简约阶梯型.
（2）给定矩阵的任何一个阶梯型都具有相同的首元位置.
（3）给定矩阵的简约阶梯型是唯一的.

上述定理可以用归纳法证明，留给有兴趣的读者自行完成.

例 1.7. 试用不同方法解线性方程组

x1 + 3x2 − 2x3 + 2x5 = 0

2x1 + 6x2 − 5x3 − 2x4 + 4x5 − 3x6 = −1

5x3 + 10x4 + 15x6 = 5

2x1 + 6x2 + 8x4 + 4x5 + 18x6 = 6

(1)高斯消元法与回代过程；
(2)高斯-约当消元法.

解.（略）

在一个线性方程组中，如果存在不是主变元的变元，我们将其称为自由变元或自由变量. 从以上例子
可以看出，自由变元可以在F中随意取值，而主变元的取值由自由变元的值所确定. 当一个线性方程组有
无穷多解时，由参数形式给出所有解的公式称为该线性方程组的一个通解.

1.3 矩阵的秩

假设一个线性方程组的增广矩阵Â具有阶梯型R，而R的底部有一些零行，这会意味着什么？这些零

行均对应方程0 = 0. 这样的方程并不起任何作用，也就是说，原方程组中具有一些冗余的方程. 比如，将
一个线性方程复制一百遍，放在一起组成方程组，那么有效的仅仅只有原先的那个方程.
方程组中有效方程的个数是一个重要的量，它等于增广矩阵的阶梯型中非零行的数量.

定义 1.3. 若矩阵A的一个阶梯型R具有r个非零行，则我们称矩阵A的秩为r，记为rank(A) = r.

不难得到，若A ∈ Mm×n(F)，则 rank(A) ≤ min{m,n}. 接下来，我们通过简约阶梯阵，将方程解的
情况用秩的语言翻译出来.

定理 1.8. 若一个线性方程组的增广矩阵具有阶梯型

c1j . . . c1n d1

c2k . . . c2n d2

c3l . . . c3n d3
. . . ...

...
crs . . . crn dr

0 dr+1

0 0
...

...
0 0



,

9
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其中c1j , c2k, c3l, . . . , crs 6= 0. 则
(1) 原方程组是不相容的，当且仅当dr+1 6= 0；

(2) 原方程组是相容的，当且仅当dr+1 = 0；

(3) 原方程组有唯一解，当且仅当dr+1 = 0且r = n；

(4) 原方程组是无穷多解，当且仅当dr+1 = 0且r < n.

推论 1.9. 设一个线性方程组的系数矩阵为A，而增广矩阵为Â. 则
(1) 原方程组是不相容的，当且仅当rank(A) < rank(Â)；
(2) 原方程组是相容的，当且仅当rank(A) = rank(Â)；
(3) 原方程组有唯一解，当且仅当rank(A) = rank(Â) = n；

(4) 原方程组是无穷多解，当且仅当rank(A) = rank(Â) < n.

现在，我们考虑一种特殊情形——常数项均为0的方程组.

例 1.10. 设实数a, b为参数，方程组
−2x + y + z = −2

x −2 y + z = a

x + y +(b− 2) z = a2 + b

何时不相容？何时有唯一解？何时有无穷多个解？

解.（略.）

定义 1.4. 一个线性方程组被称为齐次的，是指其中的常数项均为零，即
a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = 0

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = 0
...

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = 0

(1.30)

齐次线性方程组(1.30)一定有解，这可以从两方面看：一、(0, 0, . . . , 0)一定是(1.30)的解，我们称其为
平凡解；二、常数项中的0，在初等行变换的过程中始终保持为0，因此增广矩阵Â的阶梯型与系数矩阵A的

阶梯型具有相同的非零行数，满足rank(A) = rank(Â), 根据推论1.9可知一定有解.

1.4 矩阵的运算

在这一节中，我们抛开方程组与增广矩阵，探究“矩阵”本身的奥秘.
为了方便起见，我们约定一些符号. 当某个m× n阶矩阵的元素ai,j (1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n)已经被明

确指出时，我们记该矩阵为 
a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

... . . . ...
am1 am2 . . . amn


或[aij ]m×n. 在不引起混淆的情况下，我们也将它简记为[aij ]. 反之，当一个矩阵已经用A明确表示，但并

未指出其元素时，我们将其第i行第j列的元素记为(A)ij . 我们有时用粗体字母表示行向量和列向量，如

a =
[
a1 a2 . . . an

]
, b =


b1

b2
...
bm

 .

10
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对于方阵A ∈ Mn(F)，其行、列下标相同的位置称为（主）对角线，元素(A)11, (A)22, . . . , (A)nn称为对角

元.
现在，我们来探寻矩阵之间的联系. 首先，以下矩阵是否提供了同样的信息？[

1
]
,
[
0
]
,
[
0 0

]
,

[
0

0

]
.

很明显，前两个矩阵中的数不同，第三个矩阵告诉我们的信息量比第二个更多，而第三第四个矩阵尽管

都有两个0，但是所处位置不同，代表的意义一般也不一样.

定义 1.5. 两个矩阵相等是指它们的阶相同，且对应位置的元素均相同. 更具体地，[aij ]m×n = [bkl]p×q是

指

m = p, n = q, aij = bij (1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n).

以下的前三张表格中记录了三位同学的代数和分析的平时成绩、期中成绩与期末成绩.

作业 代数 分析

学生 1 100 100

学生 2 95 90

学生 3 70 65

Midterm 代数 分析

学生 1 91 94

学生 2 68 85

学生 3 47 32

Final 代数 分析

学生 1 72 68

学生 2 64 70

学生 3 26 63

Total 代数 分析

学生 1 ? ?

学生 2 ? ?

学生 3 ? ?

假设总评成绩的计算方式为

总评成绩 = 作业成绩*30% + 期中成绩*30% + 期末成绩*40%.

那么第四个表格中的数据是多少？答案显而易见，将对应位置的几个分数乘以比例后相加即可. 事实上，
我们可以让整个表格，也就是矩阵，作这样的运算.

定义 1.6. 设A = [aij ],B = [bij ]满足A,B ∈ Mm×n(F). 则A与B的和A+B定义为满足以下条件的矩阵：

(i) A+B ∈ Mm×n(F).
(ii) (A+B)ij = (A)ij + (B)ij = aij + bij, (1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n)..
设c ∈ F，而A = [aij ] ∈ Mm×n(F). 则c与A的数乘cA定义为满足以下条件的矩阵：

(i) cA ∈ Mm×n(F).
(ii) (cA)ij = c · (A)ij = caij, (1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n)..

需要注意的是，不同行数或列数的两个矩阵是不能作加法的.

例 1.11. 设2A− 3B = C，其中

A =

[
1 x

3 y

]
, B =

[
z 0

w 4

]
, C =

[
0 2

4 −2

]
.

求x, y, z, w的值.

解.（略）
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(c) 加权图 (d) 邻接矩阵

让我们回顾之前的图与邻接矩阵的问题，四个城市之间每天的直达航班数由下列加权图或邻接矩阵

矩阵给出.
那么，通过接连两天各坐一次直达航班的方式，从第i个城市抵达第j个城市的方法有多少种？以从城

市3到城市2为例，可以选择从城市1或城市4转机. 为了使得讨论更具一般性，我们以图表示途经所有城市
转机的方法数：

不难看出，总方法数为

1× 1 + 1× 0 + 0× 1 + 1× 1 = 2.

如果将上式与邻接矩阵的信息对比，可以发现，正是出发城市对应行中的元素与抵达城市对应列中的元

素对应相乘之后求和的结果，即

类似地，从城市4到城市1的总方法数为

0× 0 + 1× 2 + 2× 1 + 0× 0 = 4.

计算所有从城市i出发通过接连两天各坐一次直达航班的方式抵达城市j的总方法数，列表写成矩阵如下
2 2 5 0

1 3 0 5

2 2 3 2

4 2 1 2

 .

定义 1.7. 设A = [aij ], B = [bij ]满足A ∈ Mm×r(F), B ∈ Mr×n(F). 则A与B的乘积AB定义为满足以下条

件的矩阵：
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(i) AB ∈ Mm×n(F);

(ii) (AB)ij =
r∑

k=1

aikbkj, (1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n).

特别需要强调的是，只有在左侧矩阵的列数等于右侧矩阵的行数时，矩阵才可以相乘. 而乘积所得矩
阵的行数与左侧矩阵相同，列数与右侧矩阵相同.
在前面的例子中， 

0 1 0 2

2 0 1 0

1 1 0 1

0 1 2 0




0 1 0 2

2 0 1 0

1 1 0 1

0 1 2 0

 =


2 2 5 0

1 3 0 5

2 2 3 2

4 2 1 2

 .

例 1.12. 试计算AB与BA，其中

A =


1 2

−2 1

0 3

 , B =

[
−1 0 4

0 5 0

]
.

解. 略

在定义矩阵乘法后，线性方程组
a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm

就可以写成Ax = b这样更加简明的方式了，这里

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

· · · · · · · · · · · ·
am1 am2 . . . amn

 , x =


x1

x2

· · ·
xn

 , b =


b1

b2

· · ·
bm


矩阵还有另一种运算，可以将行转为列，将列转为行.

定义 1.8. 设A ∈ Mm×n(F). 则A的转置AT定义为满足以下条件的矩阵：

(i) AT ∈ Mm×n(F).
(ii) (AT )kl = (A)lk, (1 ≤ k ≤ n, 1 ≤ l ≤ m).

即 
a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

· · · · · · · · · · · ·
am1 am2 . . . amn


T

=


a11 a21 . . . am1

a12 a22 . . . am2

· · · · · · · · · · · ·
a1n a2n . . . amn



例 1.13. 求AT，其中A =


2 4

3 −2

0 1

.
解. 略
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例 1.14. 令A =
[
1 2 3

]
. 试计算AAT与ATA.

解. 略

另外，在以后的学习中，大家会看到方阵的对角元之和起着重要的作用.

定义 1.9. 设A ∈ Mn(F). 则A的迹定义为

tr(A) =
n∑

i=1

(A)ii.

例 1.15. 求tr(A)，其中A =


2 4 5

3 −2 0

0 1 −7

.
解. 略

例 1.16. 设A = [aij ]m×n，B = [bij ]n×m. 计算tr(AB)与tr(BA).

解. 略

1.5 分块矩阵

我们已经知道了矩阵乘法的定义，在以下例子中，请观察各种特殊类型的矩阵出现在左、右侧的乘

法效果，并归纳总结矩阵乘法的一些运算规律.

例 1.17. 计算下列矩阵乘法.

(1)
[
0 1 0 0

]


a11 a12

a21 a22

a31 a32

a41 a42



(2)


1 0 0

0 c 0

0 0 1




a11 a12

a21 a22

a31 a32



(3)


0 1 0

1 0 0

0 0 1




a11 a12

a21 a22

a31 a32



(4)


1 0 0

0 1 0

0 c 1




a11 a12

a21 a22

a31 a32



(5)


b11 b12 b13 b14

b21 b22 b23 b24

b31 b32 b33 b34




0

0

1

0



(6)

[
b11 b12 b13

b21 b22 b23

]
1 0 0

0 c 0

0 0 1



(7)

[
b11 b12 b13

b21 b22 b23

]
0 1 0

1 0 0

0 0 1



(8)

[
b11 b12 b13

b21 b22 b23

]
1 0 0

0 1 0

0 c 1


解. 略

正如集成电路上布满了许多子元件，有时为了方便起见，我们用一些水平、竖直的线将矩阵划分为

更小的部分，每个部分都称为该矩阵的子矩阵. 例如
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A11 A12 . . . A1s

A21 A22 . . . A2s

· · · · · · · · · · · ·
Ar1 Ar2 . . . Ars


例 1.18. 试找出对应的子矩阵.

A =

[
a11 a12 a13 a14
a21 a22 a23 a24
a31 a32 a33 a34

]
=

[
A11 A12

A21 A22

]
,

A =

[
a11 a12 a13 a14
a21 a22 a23 a24
a31 a32 a33 a34

]
=

[ r1
r2
r3

]
,

A =

[
a11 a12 a13 a14
a21 a22 a23 a24
a31 a32 a33 a34

]
= [ c1 c2 c3 c4 ] .

利用分块矩阵的概念和记号，我们可以把线性方程组Ax = b的增广矩阵记为
[
A b

]
.

如果两个分块矩阵的子矩阵之间的行、列数是匹配的，也可以作相应的分块矩阵乘法. 以两个2×2的

分块矩阵相乘为例.

例 1.19. 设m = m1 +m2, r = r1 + r2, n = n1 + n2. 设

A =

[
Cm1×r1 Dm1×r2
Em2×r1 Fm2×r2

]
m×r

, B =

[
Gr1×n1

Hr1×n2

Jr2×n1
Kr2×n2

]
r×n

.

试证明

AB =

[
CG+DJm1×n1

CH +DKm1×n2

EG+ FJm2×n1
EH + FKm2×n2

]
m×n

.

说明.（略.）

需要强调的是，子矩阵之间相乘的顺序，必须与原矩阵相乘的顺序保持一致.

例 1.20. 设 试以不同方式计算AB：(1)直接计算; (2)以分块矩阵的方式计算.

解.（略.）

我们再来观察一下以行、列的方式将矩阵分块. 这些分块作乘法的方式在线性代数中是很常用的.

例 1.21. 设A ∈ Mm×r and B ∈ Mr×n. 假设

A =


a1

a2

...
am

 , B =

 b1 b2 . . . bn

 .
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则有

AB =

 a1b1 a1b2 . . . a1bn

a2b1 a2b2 . . . a2bn

· · · · · · · · · · · ·
amb1 amb2 . . . ambn

 =


a1B
a2B
...

amB

 =

Ab1 Ab2 . . . Abn

 .

另一种理解矩阵乘法的方法，涉及到行或列的组合，我们需要用到下述定义.

定义 1.10. 设A1, A2, . . . , Ar ∈ Mm×n，而c1, c2, . . . , cr ∈ F. 我们称

c1A1 + c2A2 + . . .+ crAr

为矩阵A1, A2, . . . , Ar的一个线性组合，而c1, c2, . . . , cr称为该线性组合的系数.

定理 1.22. 设A ∈ Mm×n，而x ∈ Mn×1. 假设A =
[

c1 c2 . . . cn
]
，则

Ax =
[

c1 c2 . . . cn
]


x1

x2

· · ·
xn

 = x1c1 + x2c2 + · · ·+ xncn.

即Ax可表示为A的列向量的线性组合，且系数为x的各个分量.

上述定理的证明可利用分块矩阵的乘法得到. 特别地，线性方程组Ax = b是相容的当且仅当存
在x1, x2, . . . , xn ∈ F，使得

x1c1 + x2c2 + . . .+ xncn = b,

即b是A的列向量的线性组合.

1.6 矩阵运算的代数性质

若A是3× 2阶的矩阵，而B是2× 5阶的矩阵，那么AB是3× 5阶的矩阵，然而乘积BA确不存在，因

此，矩阵乘法是有顺序的. 进一步，对于同阶方阵A与B，乘积AB和BA均存在且同阶，那么它们相等吗？

例 1.23. 设A =

[
0 1

0 0

]
, B =

[
1 0

0 0

]
. 计算AB与BA.

解.（略.）

从以上例子可以看出，即使对同阶的方阵而言，乘法不满足交换律. 当两个矩阵A, B满足AB = BA时，

我们称A与B可交换. 我们再来看看乘法的结合律.

例 1.24. 设A = [aij ] ∈ Mm×r, B = [bij ] ∈ Mr×s, C = [cij ] ∈ Ms×n. 计算(AB)C与A(BC).

解. 先观察矩阵的阶，我们有AB ∈ Mm×s，从而(AB)C ∈ Mm×n. 类似地，有BC ∈ Mr×n，从而A(BC) ∈
Mm×n. 下面计算各位置元素的表达式，注意到

(AB)il =
r∑

k=1

aikbkl, (1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ l ≤ r),

进而

(
(AB)C

)
ij
=

s∑
l=1

(AB)ilclj =
s∑

l=1

(
r∑

k=1

aikbkl

)
clj =

r∑
k=1

s∑
l=1

aikbklclj , (1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n).
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另一方面，由于

(BC)kj =
s∑

l=1

bklclj , (1 ≤ k ≤ r, 1 ≤ j ≤ n),

我们可以得到

(
A(BC)

)
ij
=

r∑
k=1

aik(BC)kj =
r∑

k=1

aik

(
s∑

l=1

bklclj

)
=

r∑
k=1

s∑
l=1

aikbklclj , (1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n).

故
(
(AB)C

)
ij
=
(
A(BC)

)
ij
对1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n均成立，即(AB)C = A(BC).

以上例子证明了当矩阵的阶数匹配时，矩阵乘法是具有结合律的. 因此我们可以将(AB)C写为ABC，

不会引起混淆. 现在假设对一个线性方程组进行变量替换：

{
a11x1 + a12x2 + a13x3 = b1

a21x1 + a22x2 + a23x3 = b2
,


x1 = b11y1 + b12y2

x2 = b21y1 + b22y2

x3 = b31y1 + b32y2

设它们的矩阵形式为Ax = b与x = By. 这时由结合律可以得到

b = Ax = A(By) = (AB)y.

它是以AB为系数矩阵，以y为变量的线性方程组.
下面的定理列出了更多矩阵运算的关系式，它们的证明留给读者完成.

定理 1.25. 设a, b ∈ F. 假设矩阵A, B, C的阶能够匹配下述各运算. 则有

• A+B = B +A

• A+ (B + C) = (A+B) + C

• A(BC) = (AB)C

• (B + C)A = BA+ CA

• A(B + C) = AB +AC

• a(B + C) = aB + aC

• (a+ b)C = aC + bC

• a(bC) = (ab)C

• a(BC) = (aB)C = B(aC)

以上各式分别为(1)矩阵加法交换律、(2)矩阵加法结合律、（3）矩阵乘法结合律、（4、5）矩阵乘法
对矩阵加法的左、右分配律、（6）数乘对矩阵加法的分配律、（7）数乘对数的加法的分配律、（8）数乘
与数的乘法的结合律、（9）数乘与矩阵乘法的结合律.
在这些运算律中，有两类矩阵对加法和乘法起到了关键作用. 若一个矩阵中的所有元素均为0，我们

称其为零矩阵，记为0m×n, 0, 或直接简记为0. 以下均为零矩阵的例子.

例 1.26. 以下矩阵均为零矩阵.

定理 1.27. 设A为矩阵，而c ∈ F. 假设以下矩阵的阶匹配下述各运算，则有
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• A+ 0 = 0 +A = A

• A+ (−A) = (−A) +A = 0

• 0A = 0

• 若cA = 0，则c = 0或A = 0.

若一个n阶方阵的主对角元素均为1，而其它元素为0，则称其为单位阵或恒等矩阵，用In表示，或直

接简记为I. 以下均为单位阵的例子.

例 1.28. 以下矩阵均为单位阵.

定理 1.29. 设A ∈ Mm×n. 则
ImA = A, AIn = A..

定理 1.30. 假设R是一个n阶方阵的简约阶梯阵. 要么R有零行，要么R = In.

证明.（略.）

实数乘法还有消去律：设a 6= 0，若ab = ac，则b = c. 矩阵乘法是否有类似的性质呢？注意到[
1 0

0 0

][
0 0

0 1

]
=

[
0 0

0 0

]
.

两个非零方程相乘可以变为零矩阵. 另外，[
0 1

0 2

][
1 1

3 4

]
=

[
3 4

6 8

]
=

[
0 1

0 2

][
2 5

3 4

]
.

在等式两端，我们并不能同时消去左侧的矩阵

[
0 1

0 2

]
. 事实上，非零实数a是具有倒数a−1的，而消去

率的本质是我们在等式ab = ac两端同时乘上了a−1. 而一个实数b是非零实数a的倒数，需要满足的条件

是ab = 1. 对矩阵乘法而言，由于乘法没有交换律，我们需要同时考虑左、右两侧的情形.

定义 1.11. 设A ∈ Mn. 若存在B ∈ Mn，使得

AB = BA = In,

则称矩阵A是可逆的或非奇异的，称B为A的逆矩阵并记为A−1. 若不存在满足上式子的矩阵B，则称A是

不可逆的或奇异的.

例 1.31. 设

A =

[
3 −2

−7 5

]
, B =

[
5 2

7 3

]
.

证明A和B互为逆矩阵.
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解.（略.）

怎样的矩阵可能不可逆呢？我们先来看两个例子.

例 1.32. 设

(1) A1 =


1 2 3

4 5 6

0 0 0

 , (2) A2 =


1 2 3

4 5 6

2 4 6

 .

证明A1与A2均不可逆.

以上两个矩阵的特征为：A1的第三行是零行，而A2的第三行是第一行的2倍. 因此，我们不妨将它们
按照行进行分块.

证明. 先将A1和A2均简记为A. 反证法，假设A可逆，则存在B ∈ M3，使得AB = I3. 记A的第i行为ri
(i = 1, 2, 3). 由分块矩阵的乘法可得

[ r1B
r2B
r3B

]
=

[ r1
r2
r3

]
B = AB = I3 =


1

1

1

 .

(1) 对A = A1，考虑第三行，

0 = r3B =
[
0 0 1

]
,

得到矛盾.
(2) 对A = A2，考虑第一行与第三行，[

0 0 1
]
= r3B = (2r1)B = 2(r1B) = 2

[
1 0 0

]
=
[
2 0 0

]
,

推出矛盾.
综上，矩阵A1与A2均不可逆.

通过以上证明可以看出，若方阵有零行/列，或两行/列成比例，则一定是不可逆的. 有了可逆以及
不可逆的例子后，我们将直面一个数学严密性的问题：对一个矩阵A而言，会不会要好几个不同矩阵B满

足AB = BA = I？如果有多个的话，关于逆的定义就不合理了. 以下定理证明了逆的唯一性.

定理 1.33. 若B与C均为A的逆矩阵，则B = C.

证明. 由逆矩阵的定义，可知
AB = BA = I, AC = CA = I.

这时，

B = BI = B(AC) = (BA)C = IC = C.

现在，我们可以叙述关于矩阵的消去率了.

定理 1.34. 设B1, B2 ∈ Mn×k，C1, C2 ∈ Mm×n. 假设矩阵A ∈ Mn是可逆的.
(1) 若AB1 = AB2, 则B1 = B2.
(2) 若C1A = C2A, 则C1 = C2.
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证明. (1) 由于A可逆，在等式两端同时左乘A−1，得

B1 = IB1 = (A−1A)B1 = A−1(AB1) = A−1(AB2) = (A−1A)B2 = IB2 = B2.

(2) 由于A可逆，可在等式两端同时右乘A−1. 因此

C1A = C2A =⇒ (C1A)A
−1 = (C2A)A

−1 =⇒ C1I = C2I =⇒ C1 = C2.

下面，我们来研究一下2阶方程的可逆性.

定理 1.35. 矩阵A =

[
a b

c d

]
可逆当且仅当ad− bc 6= 0. 可逆时,

A−1 =
1

ad− bc

[
d −b

−c a

]
.

证明. 当ad− bc = 0时，易知A的两行成比例，因此不可逆. 而ad− bc 6= 0时，验证得[
a b

c d

](
1

ad− bc

[
d −b

−c a

])
=

[
1 0

0 1

]
.

(
1

ad− bc

[
d −b

−c a

])[
a b

c d

]
=

[
1 0

0 1

]
.

命题得证.

当ad − bc 6= 0时，它出现在分母上才有意义. 在线性代数中，这个量是十分中要的，我们把它定义

为A =

[
a b

c d

]
的2阶行列式，用det(A)或

∣∣∣∣∣ a b

c d

∣∣∣∣∣表示，即
det(A) =

∣∣∣∣∣ a b

c d

∣∣∣∣∣ = ad− bc.

现在，我们尝试用逆矩阵解线性方程组.

例 1.36. 假设ad− bc 6= 0. 试解以下线性方程组. ax+ by = u

cx+ dy = v.

证明. 该方程组的矩阵形式为 [
a b

c d

][
x

y

]
=

[
u

v

]
.

当ad− bc 6= 0时，系数矩阵是可逆的. 故[
x

y

]
=

[
a b

c d

]−1 [
u

v

]
=

1

ad− bc

[
d −b

−c a

]−1 [
u

v

]
=

[
ud−vb
ad−bc
−cu+av
ad−bc

]
.

事实上，方程组有唯一解，且可以写成以下形式：

x =

∣∣∣∣∣ u b

v d

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ a b

c d

∣∣∣∣∣
, y =

∣∣∣∣∣ a u

c v

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ a b

c d

∣∣∣∣∣
.
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接下来，我们探究逆运算与其它矩阵运算之间的关系.

定理 1.37. 设A,B ∈ Mn均可逆，则AB也可逆，且

(AB)−1 = B−1A−1.

证明. 验证有
(AB)(B−1A−1) = A(BB−1)A−1 = AIA−1 = AA−1 = I,

(B−1A−1)(AB) = B−1(A−1A)B = B−1IB = B−1B = I.

得证.

例 1.38. 试求(AB)−1，其中

A =

[
1 2

1 3

]
, B =

[
3 2

2 2

]
.

解.（略.）

一个方阵可以与自己多次相乘，称为方幂. 不同方幂又可以相加等，构成多项式.

定义 1.12. 设A ∈ Mn，归纳定义A的非负方幂如下：

A0 = I, Ak = AAk−1, (k = 1, 2, . . .).

当A可逆时，定义A的负方幂为

A−k = (A−1)k, (k = 1, 2, . . .).

例 1.39. 设A,B ∈ Mn，试展开(A+B)2与(A+B)3.

解. 计算得

(A+B)2 = (A+B)(A+B) = A(A+B) +B(A+B) = A2 +AB +BA+B2.

进一步有

(A+B)3 = (A+B)(A+B)2 = A(A2 +AB +BA+B2) +B(A2 +AB +BA+B2)

= A3 +A2B +ABA+AB2 +BA2 +BAB +B2A+B3.

由于矩阵乘法没有交换律，在大多数情况下，中间得交叉项是不可以合并的. 以下关于矩阵方幂的性
质不难验证，我们把证明留给读者.

定理 1.40. 设A可逆，且k ∈ Z+，则

� A−1也可逆，且(A−1)−1 = A.
� An也可逆，且(An)−1 = A−n = (A−1)n.
� 对任意非零c ∈ F，矩阵cA也可逆，且(cA)−1 = c−1A−1.

定义 1.13. 设p(x) = amxm + am−1x
m−1 + · · ·+ a0为多项式. 对A ∈ Mn, 定义矩阵多项式p(A)为

p(A) = amAm + am−1A
m−1 + · · ·+ a0In.

这里p(A)与A为同阶方阵. 特别需要注意的是，多项式中的a0可以看成a0x
0，因此代入矩阵A时，变

为a0I.
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例 1.41. 求p(A)，其中p(x) = (x+ 1)(x− 3)，而

A =

[
−1 2

0 3

]
.

解.（略.）

思考题：是否对任何一个矩阵A ∈ Mn，均能找到一个非零多项式p(x)，使得p(A) = 0呢？满足条件

的多项式次数是否可以尽可能低呢？

注意到

ArAs = Ar+s = As+r = AsAr, (s, r ∈ Z).

我们可以进一步得到以下结论.

定理 1.42. 关于同一个方阵A的两个矩阵多项式可交换，即

p1(A)p2(A) = p2(A)p1(A).

接下来，我们再列举关于转置及迹的一些性质.

定理 1.43. 设A,B ∈ Mm×n, C ∈ Mn×k，而c ∈ F. 则
(1) (AT )T = A.
(2) (A+B)T = AT +BT .
(3) (cA)T = cAT .
(4) (AC)T = CTAT .

证明. 这里仅证明(4). 首先可验证(AC)T与CTAT均为k ×m阶矩阵. 设A = [aij ]及，C = [cij ]. 对1 ≤ i ≤
k及1 ≤ j ≤ m，有 (

(CA)T
)
ij
= (CA)ji =

k∑
l=1

cjlali.

从而

(CTAT )ij =
k∑

l=1

(CT )il(A
T )lj =

k∑
l=1

cliajl =
(
(CA)T

)
ij
.

得证.

定理 1.44. 设A为可逆方阵，则AT亦可逆，且

(AT )−1 = (A−1)T .

定理 1.45. 设A,B ∈ Mn，而c ∈ F. 则
(1) tr(A+B) = trA+ trB.
(2) tr(cA) = c · trA.
(3) tr(AB) = tr(BA).

以上两个定理的证明留给读者自行完成.
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1.7 初等矩阵

在例1.17中，我们已经注意到，某些类型的矩阵在左、右乘其它矩阵后所得的效果，相当于给其它矩
阵作了初等行、列变换.

定义 1.14. 在Mn(F)中，我们定义三类矩阵Fi(c)，Fij和Fi,j(c)如下，分别称为第一类、第二类、第三类

初等矩阵.
(1) 设c ∈ F \ {0}，而1 ≤ i ≤ n. 定义Fi(c) ∈ Mn为

(
Fi(c)

)
st
=


c, s = t = i,

1, s = t 6= i,

0, s 6= t,

, (1 ≤ s, t ≤ n).

(2) 设1 ≤ i 6= j 6= n. 定义Fi,j为

(
Fij

)
st
=


1, (s, t) = (i, j) 或(s, t) = (j, i),

1, s = t 6∈ {i, j},

0, 其余情形,

, (1 ≤ s, t ≤ n).

(3) 设c ∈ F，而1 ≤ i 6= j 6= n. 定义Fi,j(c) ∈ Mn为

(
Fi(c)

)
st
=


1, s = t,

c, (s, t) = (i, j),

0, 其余情形,

, (1 ≤ s, t ≤ n).

例 1.46. 单位阵I也是初等矩阵. 另外，以下矩阵依次为F2(4) ∈ M2(R), F1,3 ∈ M4(F)以及F1,3(−5) ∈
M3(C): [

1 0

0 4

]
,


0 0 1 0

0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 1

 ,


1 0 −5i

0 1 0

0 0 1


.

三类初等矩阵从左侧乘矩阵A，与A经过对应的三类初等行变换所得的矩阵是相同的. 而三类初等矩
阵从右侧乘矩阵A，与A经过对应的三类初等列变换所得的矩阵是相同的. 另外，将某一行乘非零常数c后

再乘c−1就回到初始状态；交换两行后再交换一次又回到初始状态；将一行加上另一行的c倍后再加后者

的−c倍，也能回到初始状态. 如此容易得到初等矩阵的逆.

定理 1.47. 初等矩阵均可逆，且

Fi(c)
−1 = Fi(c

−1) (c 6= 0), F−1i,j = Fi,j , Fi,j(c)
−1 = Fi,j(−c).

例 1.48. 设

A =


1 0 2 5

−2 3 −1 7

2 4 −9 −4

 , B =


0 3 0

−2 1 1

5 2 0

7 0 −2

 ,
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E1 =


1 0 0

0 3 0

0 0 1

 , E2 =


0 1 0

1 0 0

0 0 1

 , E3 =


1 0 0

0 1 0

2 0 1

 .

求以下矩阵表达式

E1A, E2A, E3A, BE1, BE2, BE3, E−11 , E−12 , E−13 .

解.（略.）

接下来，我们从其它角度来看一看什么是“矩阵可逆”，并尝试寻找判断具体矩阵的可逆性、以及计

算具体矩阵的逆的算法.

定理 1.49. 设A ∈ Mn(F). 以下命题等价.
(i) 矩阵A可逆.
(ii) 齐次线性方程组Ax = 0仅有平凡解.
(iii) 矩阵A的简约阶梯型为In.
(iv) 矩阵A可写成初等矩阵的成绩.

证明. “(i)=⇒(ii)”：首先齐次方程组一定有零解. 设x0是方程组Ax = 0的任何一个解，即Ax0 = 0. 由A可

逆，知

x0 = Inx0 = (A−1A)x0 = A−1(Ax0) = A−10 = 0.

故该方程组仅有平凡解.
“(ii)=⇒(iii)”：方程组Ax = 0仅有平凡解，因此不存在自由变元，所有变元均为主元，从而rank(A) =

n(见推论1.9). 此时每一列均为主元列，仅有一个非零元素1，故A的简约阶梯型为In.
“(iii)=⇒(iv)”：设矩阵A通过k (k ≥ 0)次初等行变换化为简约阶梯型In，可记Ek . . . E2E1A = In，其

中E1, E2, . . . , Ek为初等矩阵. 从而

A = (Ek . . . E2E1)
−1 = E−11 E−12 . . . E−1k .

由于E−11 , E−12 ,...,E−1k 也是初等矩阵，因此A是初等矩阵的乘积.
“(iv)=⇒(i)”：设A = F1F2 . . . Fl，其中l ≥ 1，而F1, F2,...,Fl均为初等矩阵. 由于F1, F2, . . . , Fn均可

逆，因此A可逆.

从上述等价性定理中的(c)可知，判定一个方阵是否可逆，只需观察它的（简约）阶梯型.

例 1.50. 证明以下矩阵不可逆： 
1 6 4

2 4 −1

−1 2 5

 .

证明.（略.）

当A可逆时，我们从上述定理的证明过程可知Ek . . . E2E1A = I，这里每个Ei (i = 1, 2, . . . , k)表示一

次初等行变换. 这时A−1 = Ek . . . E2E1，而它的具体计算可通过Ek . . . E2E1 = (Ek . . . E2E1)I来实现，即

在单位阵上作对应的行变换所得. 更一般地，当A可逆时，我们有

A−1 [A I B ] =
[
A−1A A−1I A−1B

]
=
[
I A−1 A−1B

]
.

将A−1写成初等矩阵的乘积，则有[
A I B

]
行变换−→

[
I A−1 A−1B

]
.

即当矩阵A被初等行变换化为I时，矩阵I和B就分别变成了A−1和A−1B.
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例 1.51. 计算A−1与A−1B，其中

A =


1 2 3

2 5 3

1 0 8

 , B =


−1 0 1

1 2 −2

0 3 2

 .

解.（略.）

如果我们要计算的是矩阵CA−1，可以尝试以下方法：一、如上述方法计算A−1，之后计算CA−1；二、

由于(CA−1)T = (A−1)TCT = (AT )−1CT，如上述方法计算(AT )−1CT，并将所得矩阵转置；三、尝试以

下初等列变换： [
A
C

]
列变换−→

[
I

CA−1

]
,

当A被初等列变换化为I时，C就变成了CA−1. 最后一种方法的数学原理是什么？请读者们思考一下.
接下来，我们使用等价性定理的(b)来分析一下齐次方程组解的情形.

例 1.52. 下列齐次线性方程组仅有平凡解？有无穷多解？

(a)


x1 + 2x2 + 3x3 = 0

2x1 + 5x2 + 3x3 = 0

x1 + 8x3 = 0

(b)


x1 + 6x2 + 4x3 = 0

2x1 + 4x2 − x3 = 0

−x1 + 2x2 + 5x3 = 0

解.（略.）

将初等行、列变换写成左、有乘初等矩阵，我们可以证明下述定理.

定理 1.53. 设矩阵A ∈ Mm×n. 则存在整数0 ≤ r ≤ min{m,n}，可逆矩阵P ∈ Mm以及可逆矩阵Q ∈ Mn，

使得

PAQ =

[
Ir 0
0 0

]
说明. 首先，利用行变换将A化为简约阶梯阵R，得PA = R. 这里P为初等行变换所对应的初等矩阵的乘

积，是可逆的. 接着通过第二类列变换将R中各主元列换至左侧，得

RQ1 =

[
Ir C
0 0

]
的形式. 此时，通过第三类初等列变换，可用Ir中的第i (1 ≤ i ≤ r)行里的1，将C中第i行的元素都消成0，

即 [
Ir C
0 0

]
Q2 =

[
Ir 0
0 0

]
.

综上，得

PAQ1Q2 =

[
Ir 0
0 0

]
.

这里Q1, Q2均为初等矩阵的乘积，是可逆的. 记Q = Q1Q2，则Q也是可逆的.

上述定理中的r即矩阵A的秩. 事实上，上述定理可以作为矩阵A的秩的另一种定义方式. 利用上述定
理，可以证明非方阵在满秩时也具有消去率.

定理 1.54. 设B ∈ Mr，而C ∈ Mr×n. 假设rank(C) = r，则下列命题成立.

(1) 若BC = 0，则B = 0.
(2) 若BC = C，则B = Ir

上述定理的证明留给读者作为思考题.
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1.8 线性方程组与可逆矩阵的更多性质

在这一节中，我们将进一步研究系数矩阵与线性方程组的解之间的关系.

定理 1.55. 每个线性方程组都会出现且只出现以下三种情形中的一种：
(1) 方程组不相容; (2) 方程组有唯一解；(3) 方程组有无穷多解.

证明. 将方程组记为Ax = b. 若该方程组无解，则恰出现情形(1)，否则方程组有解. 这时，若有唯一解，
则恰出现情形(2)，否则方程组至少有两个不同解x1, x2，即

Ax1 = b, Ax2 = b.

记x0 = x1 − x2. 由于x1与x2不同，知x0 6= 0. 注意到

Ax0 = A(x1 − x2) = Ax1 −Ax2 = b − b = 0.

此时对任何t ∈ F，均有
A(x1 + tx0) = Ax1 +Ax0 = b + 0 = b.

因此方程组有无穷多个解x1 + tx0 (t ∈ F).

定理 1.56. 设线性方程组Ax = b的系数矩阵A为可逆方阵时，该方程组有唯一解.

证明. 当A可逆时，容易验证A(A−1b) = b，因此方程组有解. 反之，设x为方程组的任何一个解，则

x = Ix = (A−1A)x = A−1(Ax) = A−1b.

因此解是唯一的.

例 1.57. 利用前面计算过的逆矩阵，求解方程组
x1 + 2x2 + 3x3 = 5

2x1 + 5x2 + 3x3 = 3

x1 + 8x3 = 17
x1 + 2x2 + 3x3 = 4

2x1 + 5x2 + 3x3 = 5

x1 + 8x3 = 9

,


x1 + 2x2 + 3x3 = 1

2x1 + 5x2 + 3x3 = 6

x1 + 8x3 = −6

解.（略.）

当我们遇到多个具有公共的可逆系数矩阵的方程组

Ax = b1, Ax = b2, . . . Ax = bk

时，还可以利用逆矩阵与分块矩阵，更加快捷地进行计算. 假设yi是Ax = bi的唯一解(1 ≤ i ≤ k). 它们一
定满足

A
[

y1 y2 . . . yk

]
=
[
Ay1 Ay2 . . . Ayk

]
= [ b1 b2 . . . bk ] ,

当A可逆时，我们可进一步得到[
y1 y2 . . . yk

]
= A−1

[
y1 y2 . . . yk

]
.

26



线性代数I

例 1.58. 试同时求解方程组
x1 + 2x2 + 3x3 = 4

2x1 + 5x2 + 3x3 = 5

x1 + 8x3 = 9

,


x1 + 2x2 + 3x3 = 1

2x1 + 5x2 + 3x3 = 6

x1 + 8x3 = −6

解.（略.）

方阵A ∈ Mn(F)可逆的定义是：存在B ∈ Mn(F)，使得AB = BA = I. 这个式子中包含两部分：
AB = I与BA = I. 下一个定理说明两式中的任意一个都能保证矩阵的可逆性.

定理 1.59. 设A ∈ Mn(F).
(1) 若存在B ∈ Mn(F)，使得BA = I，则A可逆，且A−1 = B.
(2) 若存在B ∈ Mn(F)，使得AB = I，则A可逆，且A−1 = B.

证明. (1) 根据等价性定理，要证明A可逆，只需证明齐次线性方程组Ax = 0仅有平凡解即可. 事实上，
由BA = I可知

x = Ix = (BA)x = B(Ax) = B0 = 0.

因此A可逆得证，由逆的唯一性知A−1 = B.
(2) 注意到AB = I意味着BTAT = (AB)T = IT = I. 根据（1）知矩阵AT可逆且(AT )−1 = BT .

故A可逆，且满足(A−1)T = (AT )−1 = BT，即A−1 = B.

定理 1.60. 设A,B ∈ Mn(F). 若AB可逆，则A、B均可逆.

证明. 由于AB可逆，知存在方阵C，使得C(AB) = (AB)C = I. 此时有

(CA)B = I, A(BC) = I.

由上个定理可知，矩阵A、B均可逆.

现在，我们进一步扩展等价性定理，使之囊括非齐次线性方程组.

定理 1.61. 设A ∈ Mn(F). 以下命题等价.
(i) 矩阵A可逆.
(v) 对任意b ∈ Mn×1(F)，线性方程组Ax = b是相容的.
(vi) 对任意b ∈ Mn×1(F)，线性方程组Ax = b有唯一解.

证明. 在前文中，我们已经证明了“(i)=⇒(vi)”. 而“(vi)=⇒(v)”是显然的. 以下我们证明“(v)=⇒(i)”. 根据
之前的定理，只要找到矩阵C ∈ Mn(F)，使得AC = I，就可以推出A可逆.
对1 ≤ i ≤ n，取ei ∈ Mn×1(F)为第i个元素为1，其余元素为0的列向量. 由(5)知方程组Ax = ei有解，

记为ci，满足Aci = bi (1 ≤ i ≤ n). 此时取C = [ c1 c2 . . . cn ]，便有

AC = A [ c1 c2 . . . cn ] = [Ac1 Ac2 . . . Acn ] = [e1 e2 . . . en ] = I.

因此矩阵A可逆.

1.9 对角、三角及对称矩阵

在本节中，我们将介绍一些特定类型的矩阵.

定义 1.15. 设A = [aij ] ∈ Mn(F). 若对所有1 ≤ i 6= j ≤ n，均有aij = 0，则称A为对角矩阵.
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对角矩阵的非零元素只可能出现在对角线上. 当n阶对角矩阵A的对角元依次为a1, a2, . . . , an时，我们

也可记为A = diag(a1, a2, . . . , an). 上述对角阵A在左侧乘一个n×m阶矩阵B的效果是将B的第i行乘以ai

(1 ≤ i ≤ n)，而A在右侧乘上一个m× n阶矩阵C的效果是将C的第i列乘以ai (1 ≤ i ≤ n).

例 1.62. 以下均为对角矩阵：

[
2 0

0 −7

]
,


1 0 0

0 5 0

0 0 −
√
2

 ,


−1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 2 0

0 0 0 0

 .

例 1.63. 试计算以下矩阵乘法：
λ1 0 0

0 λ2 0

0 0 λ3




a11 a12

a21 a22

a31 a32

 ,

[
a11 a12 a13

a21 a22 a23

]
λ1 0 0

0 λ2 0

0 0 λ3

 .

解.（略.）

对角矩阵的运算可以在对角线的各个位置上独立进行. 下述定理留给读者们自行验证.

定理 1.64. 设c, a1, a2, . . . , an, b1, . . . , bn ∈ F. 设p(x)为系数来自于F的多项式.
(i) cdiag(a1, a2, . . . , an) = diag(ca1, ca2, . . . , can).
(ii) diag(a1, a2, . . . , an) + diag(b1, b2, . . . , bn) = diag(a1 + b1, a2 + b2, . . . , an + bn).
(iii) diag(a1, a2, . . . , an)diag(b1, b2, . . . , bn) = diag(a1b1, a2b2, . . . , anbn).
(iv) diag(a1, a2, . . . , an)可逆当且仅当a1, a2 . . . , an 6= 0. 当其可逆时，

diag(a1, a2, . . . , an)−1 = diag(a−11 , a−12 , . . . , a−1n ).

(v) p
(
diag(a1, a2, . . . , an)

)
= diag

(
p(a1), p(a2), . . . , p(an)

)
.

例 1.65. 求A5, A−2以及Ak (k ∈ Z)，其中

A =


1 0 0

0 3 0

0 0 −2


解.（略.）

定义 1.16. 设A = [aij ] ∈ Mn(F). 若当i > j时，均有aij = 0，则称A为上三角矩阵. 若当i < j时，均

有aij = 0，则称A为下三角矩阵.

上（下）三角矩阵的非零元素仅可能出现在矩阵主对角线及其右上（左下）方.

例 1.66. 以下矩阵分别为上、下三角矩阵：
∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗
0 0 ∗ ∗
0 0 0 ∗

 ,


∗ 0 0 0

∗ ∗ 0 0

∗ ∗ ∗ 0

∗ ∗ ∗ ∗

 .
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定理 1.67. (i) 上（下）三角矩阵的转置为下（上）三角矩阵.
(ii) 上（下）三角矩阵作数乘后仍为为上（下）三角矩阵.
(iii) 同阶上（下）三角矩阵相加后仍为为上（下）三角矩阵.
(iv) 同阶上（下）三角矩阵相乘后仍为为上（下）三角矩阵.
(v) 上（下）三角矩阵可逆当且仅当主对角元素均非零. 当可逆时，其逆也是上（下）三角矩阵.

证明. 此处仅证明(iv)中关于上三角矩阵的命题，其余的部分留给读者自行完成.
设A = [aij ]与B = [bij ]均为n阶上三角矩阵，即

aij = bij = 0, (1 ≤ j < i ≤ n).

这时,对1 ≤ i, j ≤ n，有

(AB)ij =
n∑

k=1

aikbkj .

若(AB)ij 6= 0，则存在1 ≤ k ≤ n使得aikbkj 6= 0，从而aik, bkj 6= 0，继而i ≤ k ≤ j. 也就是说，当1 ≤ j <

i ≤ n时，必有(AB)ij = 0. 故AB是上三角矩阵.

例 1.68. 设A ∈ Mn(R)满足

(A)ij =

 1, ruoj = i+ 1 (1 ≤ i ≤ n− 1)

0, 其余情形.

求Ak (k = 0, 1, 2, . . .).

解.（待补.）

在计算机中连续解同系数矩阵的方程组时，为了降低计算复杂度和误差，往往会将方阵分成三角矩

阵的乘积.

定义 1.17. 设A ∈ Mn(F)，若存在下三角矩阵L及上三角矩阵U，使得A = LU，则称上式为矩阵A的一

个LU -分解.

并不是每一个矩阵都存在LU -分解. 比如，若可逆矩阵A满足(A)11 = 0，则A没有LU -分解. 倘若不
然，设一个分解为A = LU，由于(A)11的值等于L的第一行乘U的第一列，得0 = (A)11 = (L)11(U)11. 从
而(L)11和(U)11中至少有一个元素为0. 于是L与U中至少有一个矩阵是不可逆的，这与A可逆矛盾.
注意到阶梯阵是一个上三角矩阵，如果将方阵A化成阶梯阵的过程只用到了Fi(c)与Fi,j(c) (i > j)，那

么A存在LU -分解，且可借助行变换求出.

例 1.69. 求A的一个LU -分解，其中

A =


1 1 1

1 2 2

1 2 3

 .

解.（略.）

当A = LU，其中L、U分别为下、上三角矩阵时，线性方程组Ax = b变成了LUx = b. 记Ux = y，
则Ly = b. 第一步，我们解方程组Ly = b，由于L是下三角，求得y的过程是从前向后代入的过程. 第二
步，解方程组Ux = y，由于U是上三角矩阵，求得x的过程是从后向前的代入过程. 最终，我们求得原方
程组Ax = b的解.
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例 1.70. 利用A的LU -分解求解线性方程组Ax = b，其中

A =


1 1 1

1 2 2

1 2 3

 , b =


2

0

3

 .

解.（略.）

当我们需要反复（非同时）解公共系数矩阵的方程组时，如果每一次都在增广矩阵上作高斯或高斯-约
当消元法，那么重复计算的部分是很多的. 如果利用LU分解的从前向后、从后先前的代入过程，求解的

算法复杂度较低，且由计算机四舍五入照成的误差也会相对较小.
接下来，我们介绍对称矩阵、斜对称矩阵与厄密特矩阵.

定义 1.18. 设A ∈ Mn(R)，若AT = A，则称A为对称矩阵. 若AT = −A，则称A为斜对称（或反对称）矩

阵.

定义 1.19. 设A ∈ Mn(C)，定义A∗ ∈ Mn(C)为A的共轭转置，即

(A∗)ij = Aji, (1 ≤ i, j ≤ n).

我们将A∗称为A的伴随(adjoint). 若A∗ = A，则称A为厄密特（或自伴）矩阵.

从定义不难验证，斜对称矩阵的对角元满足

(A)ii = (AT )ii = (−A)ii = −(A)ii, (1 ≤ i ≤ n),

从而必为0. 而厄密特矩阵的对角元

(A)ii = (A∗)ii = (A)ii, (1 ≤ i ≤ n),

因此必为实数.

例 1.71. 以下矩阵均为（实）对称矩阵：

[3],

[
2 1

1 0

]
,


1 0 3

0 2 −1

3 −1 −
√
2

 .

以下矩阵均为（实）斜对称矩阵：

[0],

[
0 1

−1 0

]
,


0 0 3

0 0 −1

−3 1 0

 .

以下矩阵均为（复）厄密特矩阵

[π],

[
1 i

−i 0

]
,


0 1 + i 3

1− i 2 −2− 5i

3 −2 + 5i −1

 .

这些矩阵的基本性质如下.
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定理 1.72. 设A,B,C ∈ Mn(R)均为对称矩阵. 设D ∈ Mm×n(R)，而c ∈ R. 设C是可逆的.
(1) AT对称.
(2) A+B对称.
(3) cA对称.
(4) C−1对称.
(5) DDT与DTD均对称.
(6) AB对称当且仅当AB = BA.

证明. 这里仅证明(5)的DTD与(6)，其余部分留给读者自行完成.
(5) 注意到

(DTD)T = DT (DT )T = DTD,

因此DTD是对称矩阵.
(6) 由于A,B对称，即AT = A，BT = B. 于是有

(AB)T = BTAT = BA.

这时不难看出，(AB)T = AB当且仅当BA = AB.

定理 1.73. 设A,B,C ∈ Mn(C)均为厄密特矩阵. 设D ∈ Mm×n(C)，而c ∈ R. 设C是可逆的.
(1) A∗是厄密特矩阵.
(2) A+B是厄密特矩阵.
(3) cA是厄密特矩阵.
(4) C−1是厄密特矩阵.
(5) DD∗与D∗D是厄密特矩阵.
(6) AB是厄密特矩阵当且仅当AB = BA.

上述定理的证明，以及关于斜对称矩阵的类似命题，留给读者们思考.

定理 1.74. (1) 设A ∈ Mn(R)，则A可唯一地表示为A = B + C，其中B ∈ Mn(R)为对称矩阵，而C ∈
Mn(R)为斜对称矩阵.

(2) 设A ∈ Mn(C)，则A可唯一地表示为A = B + iC，其中B,C ∈ Mn(C)均为厄密特矩阵.

证明. 此处仅证明(2)，命题(1)的证明是相似的.
倘若我们并不知道这样的B和C如何选取，可以先假设存在，则由B∗ = B和C∗ = C得

A = B + iC, A∗ = B∗ + iC∗ = B − iC.

两式相加、减便得

B =
A+A∗

2
, C =

A−A∗

2i
.

以上推导过程，在假设存在性得条件下，已经证明了表示的唯一性.
为了说明存在性，取B = A+A∗

2
, C = A−A∗

2i
. 容易验证B∗ = B, C∗ = C以及A = B + iC. 证毕.

未来大家或许能更好地感受到，如上A = B + iC的形式可以看成复矩阵的一种直角坐标表示.
接下来，我们进一步讲讲分块三角矩阵与分块初等矩阵.

定义 1.20. 我们称如下的分块矩阵为分块上三角矩阵：A11 A12 . . . A1s

0 A22 . . . A2s

· · · · · · · · · · · ·
0 0 . . . Ass


n×n

,
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其中A11, A22, . . ., Ass均为方阵. 进一步，若当1 ≤ i 6= j ≤ s时，子矩阵Aij均为零矩阵，我们称其为分

块对角矩阵.

例 1.75. 设 A =

[
A11 A12

0 A22

]
, 其中 A11, A22 ∈ Mn. 假设A11, A22均可逆. 求A−1的表达式.

解. 如果我们能解出如下的分块矩阵，满足[
I 0

0 I

]
=

[
A11 A12

0 A22

][
C D

E F

]
=

[
A11C +A12E A11D +A12F

A22E A22F

]
,

那么矩阵A就是可逆的. 即 

A11C +A12E = I,

A11D +A12F = 0,

A22E = 0,

A22F = I.

由于A22可逆，我们可以从后两式解得E = 0, F = A−122 . 再结合A11可逆，从前两式可得

C = A−111 (I −A12E) = A−111

D = A−111 (0−A12F ) = −A−111 A12A
−1
22 .

综上有

A−1 =

[
A−111 −A−111 A12A

−1
22

0 A−122

]
.

这也是一个分块上三角矩阵.

对于分块矩阵来说，也有分块初等矩阵的概念，而左、右乘分块矩阵相当与作对应的分块初等行、列

变换. 比如，以下矩阵分别是三类分块初等矩阵：[
P 0

0 I

]
,

[
0 I

I 0

]
,

[
I B

0 I

]
,

其中P为可逆方阵，I可以是不同阶的单位矩阵，而B为合适阶的矩阵. 它们的乘法效果如下：[
P 0

0 I

][
C D

E F

]
=

[
PC PD

E F

] [
C D

E F

][
P 0

0 I

]
=

[
CP D

EP F

]
[

0 I

I 0

][
C D

E F

]
=

[
E F

C D

] [
C D

E F

][
0 I

I 0

]
=

[
D C

F E

]
[

I B

0 I

][
C D

E F

]
=

[
C +BE D +BF

E F

] [
C D

E F

][
I B

0 I

]
=

[
C CB +D

E EB + F

]
.

例 1.76. 设 A =

[
A11 A12

0 A22

]
, 其中 A11, A22 ∈ Mn. 假设A11, A22均可逆. 求A−1的表达式.

解. 注意到A11, A22均可逆，我们使用分块初等行变换来求矩阵的逆.[
A11 A12 I 0
0 A22 0 I

]
A−1

ii (行i)
−→

[
I A−111 A12 A−111 0

0 I 0 A−122

]
(行1)−(A−1

11 A12)(行2)
−→

[
I 0 A−111 −A−111 A12A

−1
22

0 I 0 A−122

]
.

故

A−1 =

[
A−111 −A−111 A12A

−1
22

0 A−122

]
.
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第2章 欧氏空间与行列式

2.1 向量

向量是一种既有长度（大小），又有方向的量. 我们用三种方式表示n维欧式空间中的向量.
第一种方法是几何表示：用一个带长度的箭头表示向量. 若箭头的起点为P，终点为Q，则记为

−−→
PQ.

我们也常在箭头旁写生一个粗体字母v（或v⃗)来记录它.

P

Qv

第二种方法是数组表示，在n维欧式空间中建立直角坐标系后，每个向量都对应一个有序数组v =

(v1, v2, . . . , vn)，我们称其为坐标向量. 而整个空间可以用Rn表示，即

Rn = {v = (v1, v2, . . . , vn) : v1, . . . , vn ∈ R}.

第三种方法是列矩阵表示，即

v =


v1

v2
...
vn

 .

在线性代数中，我们将更多地使用列矩阵来表示向量，并逐步建立涉及矩阵的理论.
向量v的长度记为‖v‖，称为v的模、模长或范数. 我们将长度为0的向量称为零向量，记为0，它的方

向是可以任意指定的. 在几何表示中，起点与终点重合时便得到零向量，即−−→
PP = 0，而在数组表示或列

矩阵表示中，分别有0 = (0, 0, . . . , 0)以及

v =


0

0
...
0

 .

在几何表示中，具有相同方向与长度的向量是相等的，如下图平行四边形对边上的向量u与v，满足u =

v. 在数组表示中，(u1, u2, . . . , un) = (v1, v2, . . . , vn)当且仅当u1 = v1, . . . , un = vn. 在列矩阵表示中，两
个向量相等即列矩阵相等.

u

v

向量表示的加法可以使用下图中的三角形法则
−−→
AB+

−−→
BC =

−→
AC，亦或平行四边形法则

−−→
AB+

−−→
AD =

−→
AC.
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B

C

A

(a) 三角形法则

B
C

A

D

(b) 平行四边形法则

数组表示的向量相加为：

(u1, u2, . . . , un) + (v1, v2, . . . , vn) = (u1 + v1, u2 + v2, . . . , un + vn).

而列矩阵表示的向量加法即矩阵的加法.
每个向量都有负向量：

−−→
PQ+

−−→
QP =

−−→
PP = 0，因此可记−−→

QP = −
−−→
PQ. 负向量的长度与原向量相同，而

方向相反.

P

Q v

−v

O

向量的减法可以定义为a − b = a + (−b)，或−→
OA−

−−→
OB =

−−→
BA.

设k ∈ R，而v ∈ Rn. 几何表示的数乘cv如下图所示，它是Rn中的向量，长度满足‖kv‖ = |k| · ‖v‖.
当k > 0时，方向与v相同；当k < 0时，方向与v相反；而k = 0时，等于零向量. 特别地，当u = cv或v = cu
(c ∈ R)时，我们可以称向量u,v是共线的.

v2v − 1
2

v

数组表示的数乘如下所示：

k(v1, v2, . . . , vn) = (kv1, kv2, . . . , kvn).

而列矩阵表示的数乘就是矩阵的数乘.
向量的运算具有下列性质.

定理 2.1. 设u, v, w ∈ Rn，而λ, µ ∈ F. 则
◦ u + v = v + u.
◦ u + (v + w) = (u + v) + w.
◦ v + 0 = v.
◦ v + (−v) = 0.

◦ λ(u + v) = λu + λv.
◦ (λ+ µ)v = λv + µv.
◦ µ(λv) = (µλ)v.
◦ 1v = v.

◦ 0v = 0.
◦ λ0 = 0.
◦ (−1)v = −v.
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设w, v1, v2, . . . , vr ∈ Rn，而k1, k2, . . . , kr ∈ R. 若

w = k1v1 + k2v2 + · · ·+ krvr,

则w称为向量w, v1, v2, . . . , vr的一个线性组合，而k1, k2, . . . , kr称为该线性组合的系数.
列矩阵表示的向量的线性组合与前一章中的定义是一致的，且可以写成如下分块矩阵的形式 w


=

 v1 v2 . . . vr




k1

k2
...
kr

 .

比如，线性方程组 {
x+ 3y = 2,

2x− y = 3.

的矩阵形式为 [
1 3

2 −1

][
x

y

]
=

[
2

3

]
.

将系数矩阵按列作分块，可以得到

x

[
1

2

]
+ y

[
3

−1

]
=

[
2

3

]
.

在xOy平面中，我们将上述向量画出. 把向量(2, 3)按照(1, 2)和(3,−1)的方向作分解，线性方程组的解x，

y便对应这样的线性组合的系数.

例 2.2. 设u = (2, 1, 0, 1), v = (−2, 3, 1, 0), w = (−8, 8, 3,−1). 试问w是否u，v的线性组合?

解. 考虑线性方程组 
2 −2

1 3

0 1

1 0


[

k1

k2

]
=


−8

8

3

−1

 .

对增广矩阵作初等行变换，化为简约阶梯阵，可得
2 −2 −8

1 3 8

0 1 3

1 0 −1

→


1 0 −1

0 1 3

0 0 0

0 0 0


方程组具有唯一解k1 = −1, k2 = 3. 因此w是u与v的线性组合，且

w = −u + 3v.
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在生活中，线性组合也是很基础的概念，比如电脑中使用的RGB颜色，就是把每一种颜色都表示成
了光学三原色红、绿、蓝的线性组合.

在Rn中，几何表示的向量长度为箭头中线段的长度，而数组表示的向量v = (v1, v2, . . . , vn)的模长为

‖v‖ = (v21 + v22 + · · ·+ v2n)
1/2.

定理 2.3. 设v为Rn中的向量，而k ∈ R. 则有
� ‖v‖ ≥ 0

� ‖v‖ = 0当且仅当v = 0

� ‖kv‖ = |k| · ‖v‖.

我们将模长为1的向量称为单位向量，它给出了一个确定的方向. 对任何一个非零向量v，有

v = ‖v‖ v
‖v‖ .

其中‖v‖给出了长度的信息，而 ∥∥∥∥ v
‖v‖

∥∥∥∥ =

∣∣∣∣ 1

‖v‖

∣∣∣∣ ‖v‖ = 1,

即 v
∥v∥给出了方向的信息，我们称它为v的单位化. 例如，与v = (2,−1,−2)同向的单位向量为

v
‖v‖ =

(2,−1, 2)√
22 + (−1)2 + (−2)2

=

(
2

3
,−1

3
,−2

3

)
.

在Rn, 我们称

e1 = (1, 0, 0, . . . , 0), e2 = (0, 1, 0, . . . , 0), . . . , en = (0, 0, 0, . . . , 1).

为标准单位向量，它们给出了直角坐标系各个坐标轴的正向. 特别地，二位空间R2的标准单位向量常记

为

i = (1, 0), j = (0, 1).

而三维空间R3的标准单位向量常记为

i = (1, 0, 0), j = (0, 1, 0), k = (0, 0, 1).

当我们把一个向量v = (v1, v2, . . . , vn)写成标准单位向量的线性组合时，系数就是对应的分量：

v = v1e1 + v2e2 + . . .+ vnen.
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在Rn中，两个向量u和v的（欧式）距离定义为d(u, v) = ‖u − v‖. 设u = (u1, u2, . . . , un), v =

(v1, v2, . . . , vn)，则

d(u, v) =
√

(u1 − v1)2 + (u2 − v2)2 + · · ·+ (un − vn)2.

2.2 内积与正交性

向量点乘运算的背景与物理中力做的功有关. 若物体在如图水平力F的作用下，在斜坡上的位移为s，
在这个过程中力F做的功是多少？我们将力F作平行四边形分解，得到平行于斜坡的分力F1与垂直于斜坡

的分力F2. 对物体运动真正起作用的部分是分力F1，因此功为

W = ‖s‖‖F1‖ = ‖s‖‖F‖ cos θ,

其中θ为向量F与的夹角.

在本章中，对Rn (n = 2, 3)中的非零向量u和v，我们用θ(u, v)表示它们之间的夹角.
设u和v为Rn (n = 2, 3)中的非零向量，我们定义

u · v = ‖u‖‖v‖ cos θ(u, v), (2.1)

称为u与v的点乘或内积. 而当u = 0或v = 0时，定义u · v = 0. 当u = 0或v = 0时，该零向量的方向是可
以任取的，夹角的写法并不唯一，但它们的内积为零，也符合(2.1)式子. 对于坐标表示的向量，我们可使
用以下定义：

定义 2.1. 设u = (u1, u2, . . . , un)，v = (v1, v2, . . . , vn) ∈ Rn. 我们定义

u · v = u1v1 + u2v2 + . . .+ unvn,

称为u与v的内积.

在R2或R3中，几何表示与坐标表示的两种定义之间，可以用余弦定理互推，我们把推导过程留给读者.

定理 2.4. 设u, v ∈ Rn. 则
◦ v · v = ‖v‖2.
◦ |u · v| ≤ ‖u‖‖v‖.

后者被称为柯西不等式，它的坐标形式为(
n∑

k=1

ukvk

)2

=

(
n∑

k=1

u2
k

)(
n∑

k=1

v2k

)
.

由于−1 ≤ u·v
∥u∥∥v∥ ≤ 1，在Rn (n ≥ 4)中，我们也可以定义两个非零向量u = (u1, u2, . . . , un)，v =

(v1, v2, . . . , vn)的夹角：

θ(u, v) = arccos u · v
‖u‖‖v‖ .

进一步，我们可以得到模长以及距离的三角不等式.
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推论 2.5. 设u, v是Rn中的向量. 则有
� ‖u + v‖ ≤ ‖u‖+ ‖v‖.
� d(u, v) ≤ d(u,w) + d(w, v).

向量的内积具有对称性、齐次性，并满足分配律.

定理 2.6. 设k ∈ F，而u, v, w ∈ Rn. 则有
◦ v · u = u · v.
◦ (ku) · v = k(u · v).
◦ u · (v + w) = u · v + u · w.

例 2.7. 设a, b, c, d ∈ F，而u, v ∈ Rn. 试展开(au + bv) · (cu + dv).

解. 使用两次分配律，可得

(au + bv) · (cu + dv) = (au) · (cu + dv) + (bv) · (cu + dv)

= (au) · (cu) + (au) · (dv) + (bv) · (cu) + (bv) · (dv).

利用齐次性，上式等于

a(u · u) + b(u · v) + c(v · u) + d(v · v).

再利用对称性以及内积与模长的关系，得

原式 = a‖u‖2 + (b+ c)(u · v) + +d‖v‖2.

特别地，我们有

‖u ± v‖2 = ‖u‖2 ± 2(u · v) + ‖v‖2. (2.2)

将上述加、减的式子两边同时相加或相减，便得到平行四边形公式和极化恒等式.

定理 2.8 (平行四边形公式). 设u, v ∈ Rn. 则

‖u + v‖2 + ‖u − v‖2 = 2
(
‖u‖2 + ‖v‖2

)
定理 2.9 (极化恒等式). 设u, v ∈ Rn. 则

u · v =
1

4

(
‖u + v‖2 − ‖u − v‖2

)
.

平行四边形公式的含义为：平行四边形两条斜边长的平方和等于四条边长的平方和. 而极化恒等式
的意义在于，若想证明与内积有关的性质，只需证明与模长有关的对应性质就可以了. 前者与两个任取的
向量有关，而后者只涉及一个任取的向量，因此更容易被证明.
在本节的最后，我们再来看看列坐标形式的内积. 设u, v ∈ Mn×1为列向量，则它们的内积为

u · v = vT u.

例 2.10. 设A ∈ Mm×n, u ∈ Mn×1, 而v ∈ Mm×1. 试验证

(Au) · v = u · (ATv).

证明. 需要注意的是，等式左端的内积是Rm上的内积，而等式右端的内积是Rn上的内积，它们并不是同

一个内积. 计算得
(Au) · v = vT (Au) = (vTA)u = (ATv)Tu = u · (ATv).
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在二维或三位空间中，我们常说夹角为π/2的两个非零向量u, v是“垂直的”，这时

u · v = ‖u‖‖v‖ cos π
2
= 0.

定义 2.2. 在Rn中，我们称两个向量u与v为正交的或垂直的，是指它们满足u · v = 0. 我们称非零向量所
构成的集合S为正交集，是指S中的向量两两正交. 进一步，若S中的向量均为单位向量，我们称S为标准

正交集.

例如，在R4中，向量u = (−2, 3, 1, 4)与v = (1, 2, 0,−1)正交，这是因为

u · v = (−2) · 1 + 3 · 2 + 1 · 0 + 4 · (−1) = 0.

而在R3中，{i, j, k}构成一个标准正交集合. 正交集这个定义的重要意义在于，我们可以用它的向量构造
出直角坐标轴来.

在高中物理中，我们经常对力作垂直分解. 利用正交性的概念，现在我们对这种分解的存在性和唯一
性给出证明.

定理 2.11.（正交分解定理）设w，a ∈ Rn，其中a 6= 0. 则w可被唯一地表示为w = w1+w2, 其中w1与a共
线，而w2与a正交.

分析. 为了证明分解的存在性，我们需要找到w1与w2的表达式. 不妨先假设这样的分解w = w1 + w2是存

在的，那么

w1 = ka, w2 · a = 0. (2.3)

其中k ∈ F. 我们只需找到合适的k即可. 注意到u, a都是定理条件中已经给出的量，我们把未知的w2用u−
w1代替，得到

0 = w2 · wa = (u − w1) · a = u · a − (ka) · a = u · a − k‖a‖.

注意到a 6= 0，因此‖a‖ 6= 0. 于是
k =

u · a
‖a‖2 .

证明. 先证明存在性，取
w1 =

u · a
‖a‖2 a, w2 = w − w1.

易知w1与a共线. 验证得
w2 · a = (w − w1) · a = w · a − (

u · a
‖a‖2 a) · a.

注意到

(
u · a
‖a‖2 a) · a =

u · a
‖a‖2 (a · a) = u · a

‖a‖2 ‖a‖2 = u · a.

故w2 · a = 0. 存在性得证.
为了证明唯一性，我们考虑w的任何一个分解w = w1 +w2，其中的w1与w2满足(2.3)式，由(2.3)式之

后的推导可知，系数k的取法是唯一的，只能等于
u · a
‖a‖2 . 唯一性得证.
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用上述定理的符号，我们记projau = w1，并称它为u平行于a的分量, 而称w2为u垂直于a的分量. 正交
投影的公式为

projau =
u · a
‖a‖2 a,

而投影长度为

‖projau‖ =

∣∣∣∣ u · a
‖a‖2

∣∣∣∣ · ‖a‖ =
|u · a|
‖a‖ .

例 2.12. 设u = (2,−1, 3)，而a = (4,−1, 2). 求u平行于a与垂直于a的分量.

解.（略.）

定理 2.13 (勾股定理). 设u,v为Rn中正交的向量，则

‖u + v‖2 = ‖u‖2 + ‖v‖2

证明. 在(2.2)式中待入u · v = 0，则定理得证.

在三维空间中，直线与平面是“对偶”的，平面都具有法向量与垂线，而直线都有法平面. 假设n是
一个非零向量，且与平面Π中的任何一个向量均正交，则称n为平面Π的一个法向量.

定理 2.14. 设平面Π过M0(x0, y0, z0)并具有法向量n = (A,B,C). 则Π满足方程

A(x− x0) +B(y − y0) + C(z − z0) = 0.

上式称为平面Π的点法式方程.

证明. 设点M坐标为(x, y, z). 则M ∈ Π当且仅当
−−−→
M0M与n正交. 注意到−−−→

M0M = (x − x0, y − y0, z − z0)，

而n = (A,B,C). 因此−−−→
M0M · n = 0当且仅当

A(x− x0) +B(y − y0) + C(z − z0) = 0

上述点法式方程可写为Ax+ By + Cz + (−Ax0 − By0 − Cz0) = 0，其中−Ax0 − By0 − Cz0 = D为

一个数，这时我们可以得到平面的一般式方程

Ax+By + Cz +D = 0.

从以上一般式方程可以立刻读出平面的一个法向量n = (A,B,C)，它是非零向量，因此一次项系数A,B,C不

能同时为0. 从线性方程组的角度来看，这时系数矩阵的秩为1，因此具有1个主元，2个自由变元. 当自由
变元任意变动时，便形成了一个平面.
在一般式方程中，若D = 0，则意味着平面过原点. 若A = 0，便意味着平面平行于与x轴. 若A =

B = 0，则意味着法向量与z轴平行，从而平面平行于xOy平面.

定理 2.15. 设直线l过点M0(x0, y0, z0)，且平行于非零向量s = (m,n, p). 则直线l满足方程
x = x0 + tm,

y = y0 + tn,

z = z0 + tp,

, (t ∈ R).

上式称为直线l的参数式方程. 而向量s称为直线l的方向向量.
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证明. 设点M坐标为(x, y, z). 则M ∈ l当且仅当
−−−→
M0M与s平行. 注意到−−−→

M0M = (x − x0, y − y0, z − z0)，

而s = (m,n, p)，则存在t ∈ R使得

(x− x0, y − y0, z − z0) = t(m,n, p).

参数式方程得证.

如果不想引入新变量t，我们可以使用直线的点向式方程：

x− x0

m
=

y − y0
n

=
z − z0

p
.

从点向式方程的分子上，可以读取直线上的一点(x0, y0, z0)，而从分母上，可以读取直线的一个方向向

量(m,n, p). 注意到方向向量的某些分量是有可能为0的，因此我们在点向式中作额外的约定：当分母

为0是，表示分子也同时为0. 这样点向式就包含了所有可能的情况了.
另外，当两个平面不平行、不重合时，会交出一条直线. 因此直线方程可以用两个平面的方程联立：A1x+B1y + C1z +D1 = 0,

A2x+B2y + C2z +D2 = 0,

其中系数(A1, B1, C1)与(A2, B2, C2)不成比例. 上式称为直线的一般式方程. 从线性方程组的角度看，一
次项系数不成比例等价于系数矩阵

rank
( [ A1 B1 C1

A2 B2 C2

] )
= 2.

这时增广矩阵的秩也一定为2，从而方程组有解，且具有2个主元和1个自由变元，当自由变元任意变动时，

便形成了一条直线.

例 2.16. 设直线l的一般式方程为 A1x+B1y + C1z = 0,

A2x+B2y + C2z = 0.

其中

rank
( [ A1 B1 C1

A2 B2 C2

] )
= 2.

求其点向式方程.

解. 这是一个齐次线性方程组，根据之前的分析，恰有1个自由变元. 我们不妨先假设z是自由变元，将含

有z的项移到等式右边. A1x+B1y = −C1z,

A2x+B2y = −C2z.

由例1.36，当
A1B2 −A2B1 6= 0 (2.4)

时，方程组的解为

x =
(−C1Z)B2 − (−C2z)B1

A1B2 −A2B1

=
B1C2 −B2C1

A1B2 −A2B1

z,

y =
A1(−C2Z)−A2(−C1z)

A1B2 −A2B1

=
C1A2 − C2A1

A1B2 −A2B1

z.
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这里之所以需要条件(2.4)式，是因为它出现在了分母上. 为了使结果更具有对称性以及一般性，我们不妨
令z = (A1B2 −A2B1)t，其中t ∈ R为参数. 这时可得到直线的参数式方程

x = (B1C2 −B2C1)t,

y = (C1A2 − C2A1)t

z = (A1B2 −A2B1)t.

可以验证以上(x, y, z)的表达式是原方程组的解，且不再依赖于条件(2.4). 进一步，我们可以将解都写成
二阶行列式的格式：

x =

∣∣∣∣∣ B1 C1

B2 C2

∣∣∣∣∣ t, y =

∣∣∣∣∣ C1 A1

C2 A2

∣∣∣∣∣ t, z =

∣∣∣∣∣ A1 B1

A2 B2

∣∣∣∣∣ t.

2.3 叉积与混合积

向量叉积的概念与物理里的转动有关.

在高中物理的平面转动中，将力沿着平行与垂直与力臂的方向作分解，转动趋势来自于垂直与力臂

的分力. 因而力矩定义为
M = FL sin θ,

其中F是力的大小，L是力臂的长度，而θ是它们两者的夹角. 物体保持平衡的条件是力矩平衡. 值得注意

的是，这个量的大小与以F和L为边的平行四边形的面积相同.

例 2.17. 设R2中的向量
−→
OA = (x1, y1)和

−−→
OB = (x2, y2)如图中所示. 证明它们张成的平行四边形OACB的

面积为 ∣∣∣∣∣x1 y1

x2 y2

∣∣∣∣∣ = x1y2 − x2y1.

证明. 如图作辅助线，用S表示对应多边形的面积，利用全等三角形的面积相同，我们可以推断

SOACB = SOAFB + SBFC + SFEC − SFEC = SOAFB + SBEC − SFEC

= SOAFB + SODA − SFEC = SOAFB + SODA + SADEF − SADEF − SFEC = SODEB − SADEC .
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注意到A(x1, y1), B(x2, y2)以及C(x1 + x2, y1 + y2)，我们有

SODEB = x1y2, SADEC = y1(x1 + x2 − x1) = x2y1.

定理得证.

注意到等式右端的x1y2 − x2y1是可能取正号、零或负号的，而面积总为非负值. 在图中，向量−→
OA按

逆时针旋转不超过π弧度，可以转到向量
−−→
OB的方向，因此得到正号. 若交换两者顺序，变为顺时针旋转

的关系，则会得到负号. 我们把这样带着正负号的面积值称为由−→
OA与

−−→
OB张成的平行四边形的有向面积.

而2阶行列式的几何意义便是这样的有向面积.
接下来，我们考虑三维空间中的转动. 本节的向量都是三维欧氏空间R3中的向量.
地球仪有一根固定的轴，而球体可以绕着这条轴旋转. 在之后的章节中，我们会证明三维空间中的

旋转一定有固定轴，因此可以分解为固定轴以及与轴垂直的平面中的二维旋转. 二维旋转有两个可能的
方向，我们如何来标记想要的方向呢？将右手大拇指伸直而另四指并拢并自然弯曲，当四指弯曲的方向

与该二维旋转的方向一致时，大拇指的方向便记为旋转轴的正向，这种方式称为右手螺旋法则，是数学

与物理中通用的一个约定. 更近一步，若向量w与u, v均正交，且当右手四指从u转向v时，大拇指的方向
与w的夹角小于π，则称u, v, w成右手系.

定义 2.3. 设u,v是R3中的两个非零向量. 它们的叉乘或叉积，记为u × v，定义为满足以下条件的向量：
(i) ‖u × v‖ = ‖u‖‖v‖ sin θ(u, v);
(ii) u × v与u均正交v，且u, v, u × v三者成右手系.
当u = 0或v = 0时，定义u × v = 0.

定义中的(i)告诉我们，向量u × v的模长等于由u和v张成的平行四边形的面积. 如果将“面积”更换
为“有向面积”，它的方向就给出了u × v的方向. 另外，若u × v = 0，意味着要么u或v为零向量，要
么θ = 0或θ = π. 即u × v = 0当且仅当向量u, v是共线的.

例 2.18. 三维欧式空间R3中的标准单位向量i, j, k满足

i × j = k, j × k = i, k × i = j,

j × i = −k, k × j = −i, i × k = −j.
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注意到

i × (j × j) = i × 0 = 0,

而

(i × j)× j = k × j = −i.

因此向量的叉积不满足结合律.

定理 2.19. 设u, v,w ∈ R3，而k ∈ F. 则
� u × v = −(v × u).
� u · (u × v) = 0.
� v · (u × v) = 0.
� k(u × v) = (ku)× v = u × (kv).
� u × 0 = 0 × u = 0.
� u × u = 0.
� ‖u × v‖2 = ‖u‖2‖v‖2 − (u · v)2.

证明. 我们只证明最后一式，其余证明的留给读者完成. 根据定义，有

‖u × v‖2 =
(
‖u‖‖v‖ sin θ(u, v)

)2
= ‖u‖2‖v‖2(1− cos2 θ(u, v)) = ‖u‖2‖v‖2 − (u · v)2.

下面我们来探索叉积在坐标表示下的公式.

定理 2.20. 设u = (u1, u2, u3), v = (v1, v2, v3). 则

u × v =

(∣∣∣∣∣u2 u3

v2 v3

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣u3 u1

v3 v1

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣u1 u2

v1 v2

∣∣∣∣∣
)
.

思路. 设u × v = (x, y, z)，因为它与u, v均正交，所以满足线性方程组 u1x+ u2y + u3z = 0,

v1x+ v2y + v3z = 0.

由例2.16，知

(x, y, z) = t

(∣∣∣∣∣ u2 u3

u2 v3

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣ u3 u1

v3 v1

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣ u1 u2

v1 v2

∣∣∣∣∣
)
,

其中t ∈ R. 将具体表达式带入公式

‖u × v‖2 = ‖u‖2‖v‖2 − (u · v)2,

对比系数可得|t| = 1. 为了确定正负号，我们先考虑u, v, u × v分别为i, j, k的特殊情形，带入具体值可
得t = 1. 而向量u × v随着向量u与v的连续变化而连续变化, 因此t不可能从1变为−1，故恒有t = 1.

例 2.21. 求与u = (3,−2, 4)和v = (1, 1,−2)均垂直的单位向量.

解. (略.)
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注意到

‖u × v‖ = ‖u‖‖v‖ sin θ(u, v)

给出的仍然是由u, v张成的平行四边形的面积. 我们亦可以把u× v理解为这个平行四边形的“有向面积”，
其方向就是u× v所指的方向. 这时我们可以把这个平行四边形投影到三个坐标平面中. 设u = (u1, u2, u3)，

v = (v1, v2, v3)时，我们用uyOz表示u在yOz平面上正交投影所得的向量，其余类似. 则有

vyOz = (0, v2, v3), vxOz = (v1, 0, v3), vxOy = (v1, v2, 0),

vyOz = (0, v2, v3), vxOz = (v1, 0, v3), vxOy = (v1, v2, 0).

因此可以得到关于有向面积的勾股定理：

‖u × v‖2 =
∣∣∣∣∣u2 u3

v2 v3

∣∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣∣u3 u1

v3 v1

∣∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣∣u1 u2

v1 v2

∣∣∣∣∣
2

= ‖uyOz × vyOz‖2 + ‖uxOz × vxOz‖2 + ‖uxOz × vxOz‖2.

向量叉积运算的一些性质在下述定理中列出，利用定理2.20可进行验证，证明留给读者完成.

定理 2.22. 设u, v,w ∈ R3.
� u × (v + w) = (u × v) + (u × w).
� (u + v)× w = (u × w) + (v × w).
� u × (v × w) = (u · w)v − (u · v)w.
� (u × v)× w = (u · w)v − (v · w)u.
� u × (v × w) + v × (w × u) + w × (u × v) = 0.

最后一式称为雅可比恒等式，是数学中的一类典型结构的内蕴性质，在物理中也会遇到.
由于两个向量作叉积得到的是一个向量，可以跟另一个向量作内积. 现在我们再来定义混合积.

定义 2.4. 在R3中，三个向量a, b, c的混合即定义为(a × b) · c.

混合积(a × b) · c是一个数，按几何表示，

(a × b) · c = ‖a × b‖‖c‖ cos θ(a × b, c).
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我们先来说明，其绝对值大小等于由a, b, c所张成的平行六面体的体积. 如图所示将a,b所在平面看成底面，
则‖a×b‖表示其底面上平行四边形的面积，而平行六面体的高为向量c在向量a×b上的正交投影长度，即

h = ‖proja×bc‖ =
|(a × b) · c|
‖a × b‖ .

因此由a, b, c所张成的平行六面体的体积为|(a × b) · c|. 我们再看去掉绝对值后的正负号，它由cos θ(a ×
b, c)决定，经过分析可以发现，当a, b, c成右手系、共面、左手系时，取值分别为正、零、负. 按照惯例，我
们总把右手系作为正的定向，因此混合积(a× b) · c表示的是由a, b, c所张成的平行六面体的“有向体积”.
注意到内积具有对称性，而对三个向量的顺序进行轮换仍然是“右手系”，因此以下六项都是同一个

混合积：

(a × b) · c = (b × c) · a = (c × a) · b,

c · (a × b) = a · (b × c) = b · (c × a).

设矩阵

A =


u1 u2 u3

v1 v2 v3

w1 w2 w3

 .

我们定义其行列式为向量u = (u1, u2, u3), v = (v1, v2, v3), w = (w1, w2, w3)所张成的平行六面体的有向

体积，记为det(A)或 ∣∣∣∣∣∣∣∣
u1 u2 u3

v1 v2 v3

w1 w2 w3

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
定理 2.23. 设u = (u1, u2, u3), v = (v1, v2, v3), w = (w1, w2, w3). 则∣∣∣∣∣∣∣∣

u1 u2 u3

v1 v2 v3

w1 w2 w3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = u · (v × w)

= u1

∣∣∣∣∣ v2 v3

w2 w3

∣∣∣∣∣− u2

∣∣∣∣∣ v1 v3

w1 w3

∣∣∣∣∣+ u3

∣∣∣∣∣ v1 v2

w1 w2

∣∣∣∣∣
= u1v2w3 + u2v3w1 + u3v1w2 − u3v2w1 − u2v1w3 − u1v3w2.

证明. 利用定理2.20知

v × w =

(∣∣∣∣∣ v2 v3

w2 w3

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣ v3 v1

w3 w1

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣ v1 v2

w1 w2

∣∣∣∣∣
)
.

而 ∣∣∣∣∣ v3 v1

w3 w1

∣∣∣∣∣ = v3w1 − v1w3 = −(v1w3 − v3w1) = −

∣∣∣∣∣ v1 v3

w1 w3

∣∣∣∣∣ ,
故

u · (v × w) = u1

∣∣∣∣∣ v2 v3

w2 w3

∣∣∣∣∣− u2

∣∣∣∣∣ v1 v3

w1 w3

∣∣∣∣∣+ u3

∣∣∣∣∣ v1 v2

w1 w2

∣∣∣∣∣ .
将这些二阶行列式均展开后便得到了最后一个式子.

对二阶或三阶行列式，可使用对角线与反对角线的计算技巧. 即与主对角线平行的斜线上的元素乘
积取正号，而反向的斜线上的元素乘积取负号.
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例 2.24. 计算行列式 ∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 3

2 5 1

0 −1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
解.（略.）

例 2.25. 设−→
OA = a, −−→OB = b, −−→OC = c. 求点O到点A,B,C所在平面的距离.

解.（略.）

例 2.26. 设u = (i − 2k)× (i + 3j − 4k)，而v = 3i − 12j + 4k. 计算projv(u)的模长.

解.（略.）

2.4 行列式

二阶行列式表示平行四边形的有向体积，三阶行列式表示平行六变体的有向体积，那么一阶行列式

应该表示什么呢？应该表示的是线段的有向长度. 在一维欧氏空间R中，a = (a)本身就表示一个既有大小

有有方向的量，因此定义

det([a]) = a.

再回顾二阶、三阶行列式的定义： ∣∣∣∣∣ a b

c d

∣∣∣∣∣ = ad− bc,

∣∣∣∣∣∣∣∣
u1 u2 u3

v1 v2 v3

w1 w2 w3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = u1

∣∣∣∣∣ v2 v3

w2 w3

∣∣∣∣∣− u2

∣∣∣∣∣ v1 v3

w1 w3

∣∣∣∣∣+ u3

∣∣∣∣∣ v1 v2

w1 w2

∣∣∣∣∣ .
发现当n = 2, 3时，n阶行列式可以展开成一些包含n− 1阶行列式的正负项的和. 一个n阶矩阵A = [aij ]的

行列式，我们记为det(A)或|aij |n×n. 为了递归定义高阶行列式，我们先介绍下列定义.

定义 2.5. 设n ≥ 2且n − 1阶行列式已定义. 在n阶行列式|aij |n×n中划去元素aij所在的第i行与第j列的

元，剩下的元素不改变原来的顺序所构成的n − 1阶行列式称为aij的余子式，记为Mij. 而(−1)i+jMij称

为aij的代数余子式，记为Cij.

注意正负号，−1上的指数为行标加列标的值. 因此正负号如图中所示.
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例 2.27. 求矩阵

A =


1 3 5

2 5 8

−2 6 9

 .

的元素a11, a22, a31与a32的代数余子式.

解.（略.）

定义 2.6. 设n ≥ 2且n − 1阶行列式一定义. 设A = [aij ] ∈ Mn(F). 设i0为给定行标，而j0为给定列标，

则A的行列式定义为

det(A) =
∑n

j=1(−1)i0+jai0jMi0j =
∑n

j=1 ai0jCi0j

=
∑n

i=1(−1)i+j0aij0Mij0 =
∑n

i=1 aij0Cij0 .

等式右端分别被称为A按第i0行或按j0列的代数余子式展开.

值得一题的是，无论按哪一行亦或哪一列展开，最终的计算结果都是一样的. 这个事实可以利用数学
归纳法证明，留给读者作为练习.

例 2.28. 使按第2行以及第3列展开，分别计算矩阵

A =


3 1 0

−2 −4 3

5 4 −2


的行列式.

解.（略.）

例 2.29. 求下列行列式，并对比不同按行、列展开的计算复杂程度.∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 −1

3 1 2 2

1 0 −2 1

2 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

解.（略.）

例 2.30. 求以下2n阶行列式

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

an bn

an−1 bn−1
. . . . .

.

a1 b1

c1 d1

. .
. . . .

cn−1 dn−1

cn dn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.
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解.（略.）

例 2.31. 求以下三角矩阵的行列式.

A =


a11 a12 a13 a14

0 a22 a23 a24

0 0 a33 a34

0 0 0 a44


解.（略.）

从上述例子不难看出三角阵的行列式的计算公式.

定理 2.32. 三角矩阵的行列式等于所有主对角线元素的乘积.

接下来，我们逐步推导行列式的一些性质，并提炼其它的计算方法.

定理 2.33. 若方阵A有一行或一列均为0，则det(A) = 0.

证明. 这里只证“行”的情形. 不妨设A = [aij ]n×n的第i0行均为零元素. 按第i0行展开，得

det(A) =
n∑

j=1

0 · Ci0j = 0.

定理 2.34. 若方阵A有两行相同或两列相同，则det(A) = 0.

证明. 不失一般性，这里只证第一行与第二行相同的情形. 我们对矩阵的阶进行数学归纳. 当n = 2时,∣∣∣∣∣ a b

a b

∣∣∣∣∣ = ab− ba = 0.

假设当n = k (k ≥ 1)时定理成立. 现在考虑n = k + 1时得情形. 记A = [aij ]，其第1行与第2行相同.
将该行列式按第3行展开，则有

det(A) =
k+1∑
j=1

(−1)3+ja3jM3j .

注意到每一个 M3j (1 ≤ j ≤ k + 1) 都是k阶行列式，且第1行与第2行元素都是相同的，由归纳假设知

M3j = 0. 故 det(A) = 0. 由数学归纳法，定理得证.

定理 2.35. 对任意方阵A，总有

det(A) = det(AT ).

证明. 我们对矩阵的阶进行数学归纳. 易知当n = 1时结论成立. 假设当n = k (k ≥ 1)时定理成立. 现在考
虑n = k + 1时得情形. 记A = [aij ]，对应代数余子式为Cij . 再记AT = [ãij ]，对应代数余子式为C̃ij . 根据
转置的定义，不难得到

aij = ãji, Cij = C̃ji.

将det(A)按第一行展开，则有

det(A) =
k+1∑
j=1

a1jCij =
k+1∑
j=1

ãj1C̃j1 = det(AT ),

其中最后一个等式用到了det(AT )按第一列的展开. 由数学归纳法，定理得证.
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定理 2.36. 设A ∈ Mn.
(i) 设Ã是由A的第i行乘以c得到的矩阵（这里c ∈ F），则det(Ã) = c · det(A).
(ii) 设Ã是由A交换第i, j行后得到的矩阵（这里i 6= j），则det(Ã) = −det(A).
(ii) 设Ã是将A中的第i行加上第j行的c倍后得到的矩阵（这里i 6= j，而c ∈ F），则det(Ã) = det(A).

对列作相应的变换，也得到同样的结论.

证明. 设A = [aij ], 对应的余子式与代数余子式分别记为Mij和Cij . 设Ã = [ãij ], 对应的余子式与代数余子
式分别记为M̃ij与C̃ij .

(i) 注意到ãij = caij . 而Cij = C̃ij (1 ≤ i, j ≤ n). 将行列式按第i行展开，得

det(Ã) =
n∑

i=1

ãijC̃ij =
n∑

i=1

caijCij = cdet(A).

(ii) 使用数学归纳法，当n = 2时，∣∣∣∣∣ a b

c d

∣∣∣∣∣ = ad− bc = −(cb− da) =

∣∣∣∣∣ c d

a b

∣∣∣∣∣ .
假设当n = k (k ≥ 2)时定理成立. 当n = k + 1时，取异于i, j的某个行标k. 将行列式按第k行展开，得

det(Ã) =
k+1∑
j=1

(−1)i+j ãkjM̃kj .

注意到ãkj = akj . 而k阶行列式M̃kj是由Mij交换两行后所得到的，由归纳法假设有M̃kj = −Mkj . 故

det(Ã) =
k+1∑
j=1

(−1)i+jakj(−Mkj) = −det(A).

(iii) 注意到ãij = caij . 而Cij = C̃ij (1 ≤ i, j ≤ n). 将行列式按第i行展开，得∣∣∣∣∣ a b

c d

∣∣∣∣∣ = ad− bc = −(cb− da) =

∣∣∣∣∣ c d

a b

∣∣∣∣∣ .
假设当n = k (k ≥ 2)时定理成立. 当n = k + 1时，取异于i, j的某个行标k. 将行列式按第k行展开，得

det(Ã) =
k+1∑
j=1

(−1)i+j ãkjM̃kj .

注意到ãkj = akj . 而k阶行列式M̃kj是由Mij交换两行后所得到的，由归纳法假设有M̃kj = −Mkj . 故

det(Ã) =
k+1∑
j=1

(−1)i+jakj(−Mkj) = −det(A).

推论 2.37. 对于n阶初等矩阵，有

det(Fi(c)) = c (c 6= 0), det(Fi,j) = −1, det(Fi,j(c)) = 1.

并且对任意矩阵A ∈ Mn,

det(Fi(c)A) = det(Fi(c))det(A) (c 6= 0),

det(Fi,jA) = det(Fi,j)det(A),

det(Fi,j(c)A) = det(Fi,j(c))det(A).
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例 2.38. 以下为初等矩阵的行列式：

利用上述推论，我们可以通过初等行、列变换来求方阵的行列式. 特别地，简约阶梯阵是一个上三角
矩阵，其行列式为主对角元素之积.

例 2.39. 求行列式 ∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 5

3 −6 9

2 6 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 3

2 7 0 6

0 6 3 0

7 3 1 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

解.（略.）

例 2.40. 设x1, x2, . . . , xn ∈ F. 计算下列范德蒙行列式

∆n =
∣∣xi−1

j

∣∣
n×n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 . . . 1 1

x1 x2 . . . xn−1 xn

x2
1 x2

2 . . . x2
n−1 x2

n

...
... . . . ...

...
xn−1
1 xn−1

2 · · · xn−1
n−1 xn−1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

解. 为了得到关于∆n的递推公式，我们需要在消去最后一列中有关xn的项的同时，使得前n− 1列中出现

形如xi−2
j 的项. 考虑依次将第i行减去第i− 1行的xn倍(i = n, n− 1, . . . , 3, 2)，得

∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 . . . 1 1

x1 − xn x2 − xn . . . xn−1 − xn 0

x1(x1 − xn) x2(x2 − xn) . . . xn−1(xn−1 − xn) 0
...

... . . . ...
...

xn−2
1 (x1 − xn) xn−2

2 (x2 − xn) · · · xn−2
n−1(xn−1 − xn) 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

将第j列(1 ≤ j ≤ n− 1)的因子xj − xn均提出，得

∆n =
n∏

j=1

(xj − xn) ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 . . . 1 1

1 1 . . . 1 0

x1 x2 . . . xn−1 0
...

... . . . ...
...

xn−2
1 xn−2

2 · · · xn−2
n−1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

注意到上式右端的行列式的左下角部分已经出现了n−1阶范德蒙行列式. 按最后一列展开，得到(−1)1+n ·
1 ·∆n. 由于(−1)1+n = (−1)n−1，我们将这n− 1个负号分别分配到连乘积的每一项中，于是有

∆n =
n∏

j=1

(xn − xj)∆n−1.

利用上述公式递推，结合∆1 = 1. 可得

∆n =
n∏

j=1

(xn − xj) ·
n−1∏
j=1

(xn−1 − xj) · . . .
1∏

j=1

(x2 − xj) ·∆1 =
∏

1≤j<i≤n

(xi − xj).
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特别地，当x1, x2, . . . , xn均不同时，范德蒙行列式非零；而x1, x2, . . . , xn中出现相同的数时，范德蒙行列

式为零.

思考题：试将下列行列式写成cosα, cosβ, cos γ的多项式.∣∣∣∣∣∣∣∣
1 cosα cos 2α
1 cosβ cos 2β
1 cos γ cos 2γ.

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
思考题：试求下列n阶行列式.

An =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 1 1 . . . 1

1 a2

1 a3
... . . .
1 an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, Bn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 b b . . . b

c a2 b . . . b

c c a3 . . . b
...

...
... . . . ...

c c c . . . an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Cn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a b

c a b

c
. . . . . .
. . . . . . b

c a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + a1 a2 . . . an

a1 1 + a2 . . . an
...

... . . . ...
a1 a2 . . . 1 + an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2.5 行列式的性质与克莱默法则

方阵可以作加法、数乘或乘法，那么运算后的矩阵的行列式与原矩阵的行列式有没有什么联系呢？对

于数乘的情形，设A ∈ Mn(F)，而c ∈ F. 这时cA的每一行都是A对应行的c倍. 提出每一行的c，得

det(cA) = cndet(A).

下面，我们重点考察矩阵乘法与行列式的关系.

定理 2.41. 设A,B ∈ Mn，则

det(AB) = det(A)det(B).

证明. 在推论2.37中，我们已经得到了A为初等矩阵的情形. 进一步，我们能证明A为初等矩阵乘积的情

况.
情形1. 设A可逆. 则A可写为初等矩阵的乘积，记为A = FkFk−1 . . . F1. 反复利用推论2.37，可得

det(AB) = det
(
Fk(Fk−1 . . . F1B)

)
= det(Fk)det(Fk−1 . . . F1B)

= . . . = det(Fk)det(Fk−1) . . .
(
det(F2)det(F1)

)
det(B)

= det(Fk) . . . det(F3)det(F2F1)det(B) = . . .

= det(Fk . . . F2F1)det(B) = det(A)det(B).

情形2. 设C为任意不可逆方阵，则C的简约阶梯阵R中含有零行. 由定理2.32，知det(R) = 0. 将C化

简约阶梯阵的过程写成左乘初等矩阵的形式，记为Er . . . E2E1C = R. 则C = (E−11 E−12 . . . E−1r )R. 注意
到E−11 E−12 . . . E−1r 是可逆矩阵，由情形1的结论得

det(C) = det(E−11 E−12 . . . E−1r )det(R) = 0.
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当矩阵A不可逆时，由定理1.60知，矩阵AB也是不可逆的，因此

det(AB) = 0 = 0 · det(B) = det(A)det(B).

定理证毕.

推论 2.42. 方阵A可逆当且仅当det(A) 6= 0. 当方阵可逆时，我们有

det(A−1) = 1

det(A) .

关于方阵A是否可逆，现在我们有了新的判定方法：det(A) 6= 0. 在第一章，我们介绍了求逆的算法.
接下来，我们希望找一个可逆矩阵的逆的精确表达式. 下面以3× 3矩阵为例.

例 2.43. 设A = [aij ] ∈ M3, 试证

a11C11 + a12C12 + a13C13 = det(A);

a11C31 + a12C22 + a13C23 = 0.

a11C31 + a12C32 + a13C23 = 0.

证明. 第一个式子即det(A)按第一行展开所得的表达式. 观察第二个式子的左端，它是将det(A)按照第二
行展开后，将表达式中的a2j对应替换成了a1j (1 ≤ i ≤ 3) 所得，因此有

a11C31 + a12C22 + a13C23 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a11 a12 a13

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

第三个式子的证明也是类似的.

在上述例子中，我们得到
C11 C12 C13

C21 C22 C23

C31 C32 C33




a11

a12

a13

 = det(A)


1

0

0

 .

为了回到矩阵A的形式，我们对等式两端的矩阵同时转置，有

[
a11 a12 a13

]
C11 C21 C31

C12 C22 C32

C13 C23 C33

 = det(A)
[
1 0 0

]
.

对A的第2行、第3行作类似的分析，可以进一步得到[
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

]
C11 C21 C31

C12 C22 C32

C13 C23 C33

 = det(A)
[
1 0 0
0 1 0
0 0 1

]
.

当A可逆时，det(A) 6= 0，上式便给出了A的逆矩阵的一种表达式.

定义 2.7. 设A ∈ Mn，记Cij为元素aij的代数余子式。我们称
C11 C21 · · · Cn1

C12 C22 · · · Cn2

...
... . . . ...

C1n C2n · · · Cnn


为A的伴随矩阵，记为adj(A). 即

adj(A) = [Cij ]
T .
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例 2.44. 求adj(A)，其中

A =


1 3 1

1 1 2

2 3 4

 .

解.（略.）

将例2.43及之后的推导推广到n阶方阵的情形，再把行、列的角色互换，就得到以下定理.

定理 2.45. 设A ∈ Mn. 则有
A adj(A) = adj(A)A = det(A) In. (2.5)

特别地，当A可逆时，我们有det(A) 6= 0，从而

A−1 =
1

det(A)adj(A).

例 2.46. 设A =

[
a b

c d

]
是可逆矩阵，试用伴随矩阵求A−1.

解. 因为
C11 = d, C12 = −c, C21 = −b, C22 = a,

所以

adj(A) =
[

d −b

−c a

]
因此当det(A) = ad− bc 6= 0时，

A−1 =
1

det(A)adj(A) = 1

ad− bc

[
d −b

−c a

]
.

例 2.47. 试用伴随矩阵求A−1，其中

A =


1 3 1

1 1 2

2 3 4

 .

解.（略.）

思考题: 设A =


2 1 −1

−1 2 1

1 −1 2

. 若3adj(A)B = 7A−1 + 14B，求B.

如果知道了一个矩阵A的伴随矩阵adj(A)，是否能反过来求出A呢？当A可逆时，矩阵adj(A)也可逆，
且

A = det(A)(adj(A))−1.

因此我们需要在知道adj(A)的情况下，求得det(A). 事实上，在式(2.5)两端同时求矩阵的行列式，有

det(A)det(adj(A)) = det
(
det(A)In

)
= (det(A))ndet(In) = (det(A))n.

因此当det(A) 6= 0时，有

det(adj(A)) = (det(A))n.

事实上，当det(A) = 0时，上式同样成立，我们将这部分的证明留到后续的章节.
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例 2.48. 设A ∈ M4，满足

adj(A) =


2 0 1 0

0 2 0 0

4 0 3 2

−2 0 −1 2

 .

求矩阵A.

解.（略.）

回顾当ad− bc 6= 0时，线性方程组  ax+ by = u

cx+ dy = v.

的解可写为

x =

∣∣∣∣∣ u b

v d

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ a b

c d

∣∣∣∣∣
, y =

∣∣∣∣∣ a u

c v

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ a b

c d

∣∣∣∣∣
.

对于更高阶的情形，我们也有类似的结论.

定理 2.49 (克莱默法则). 设A ∈ Mn为可逆矩阵，而b = [b1 . . . , bn]
T . 则线性方程组Ax = b的唯一

解x = [x1 . . . xn]
T的表达式为

xi =
det(Ai)

det(A) ,

其中Ai是将A中的第i列更换为b后所得的矩阵 (1 ≤ i ≤ n).

证明. 由等价性定理可知方程组有唯一解

x = A−1b =
1

det(A)adj(A)b.

因此

det(A)xi =
(
adj(A)b

)
i1
=

n∑
j=1

Cjibi = det(Ai), (1 ≤ i ≤ n).

定理得证.

例 2.50. 设(x1, x2, x3)为下列方程组的解：

x1 + 2x3 = 6

−3x1 + 4x2 + 6x3 = 30

−x1 − 2x2 + 3x3 = 8

span

求x3.

解.（略）

下面重新列出等价性定理.

定理 2.51. 设A ∈ Mn，则以下命题等价.
(i) 矩阵A可逆.
(ii) 齐次线性方程组Ax = 0仅有平凡解.
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(iii) 矩阵A的简约阶梯型为In.
(iv) 矩阵A可写成初等矩阵的成绩.
(v) 对任意b ∈ Mn×1(F)，线性方程组Ax = b是相容的.
(vi) 对任意b ∈ Mn×1(F)，线性方程组Ax = b有唯一解.
(vii) 行列式det(A) 6= 0.

下面我们来看一个等价性定理的应用.

例 2.52. 设(a1, b1), . . . , (an, bn)为xOy平面中的n个点，其中a1, a2, . . . , an两两不同. 则存在唯一的次数不
超过n− 1的多项式p(x)，使得

p(ai) = bi, (1 ≤ i ≤ n).

证明. 不妨设
p(x) = c0 + c1x+ . . .+ cn−1x

n−1,

其中的系数c0, c1, . . . , cn−1看成未知数. 代入条件p(ai) = bi (1 ≤ i ≤ n)，得

c0 + c1a1 + . . .+ cn−1a
n−1
1 = b1,

c0 + c1a2 + . . .+ cn−1a
n−1
2 = b2,

. . . . . . . . . . . . . . .

c0 + c1an + . . .+ cn−1a
n−1
n = bn.

span

即Ax = b，其中

A =


1 a1 · · · an−11

1 a2 · · · an−12

...
... . . .

...
1 an · · · an−1n

 , x =


c0

c1
...

cn−1

 , b =


b0

b1
...
bn

 .

系数矩阵为范德蒙行列式，因a1, a2, . . . , an两两不同，因此

det(A) =
∏

1≤j<i≤n

(ai − aj) 6= 0.

由等价性定理，知方程组有唯一解，从而得到唯一的次数不超过n− 1的多项式p(x).

当b1, b2, . . . , bn均为零时，上述其次方程组的解为平凡解，此时的多项式为零多项式. 而当b1, b2, . . . , bn不

全为零时，该多项式是非零的. 利用克莱默法则，事实上可以写出多项式p(x)的系数c0, c1, . . . , cn−1的具

体表达式. 另外，我们也可以用拉格朗日插值法来凑出所要的多项式. 先考虑简单情形：后n− 1个纵坐标

为零，即b2 = b3 = . . . = bn = 0. 这时a2, a3, . . . , an为多项式p(x)的n− 1个不同零点，所以形如

p(x) = c(x− a2)(x− a3) . . . (x− an),

其中c ∈ F. 这时代入条件p(a1) = b1，有

b1 = p(a1) = c(a1 − a2)(a1 − a3) . . . (a1 − an) ⇒ c =
b1

(a1 − a2)(a1 − a3) . . . (a1 − an)
.

于是

p(x) = b1
(x− a2)(x− a3) . . . (x− an)

(a1 − a2)(a1 − a3) . . . (a1 − an)
.

对于一般的情形，我们可以拆成n个简单情形进行讨论. 最后，可以验证多项式

p(x) =
∑

1≤i≤n

b1
∏

1≤j ̸=n
j ̸=i

x− aj
ai − aj
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满足p(ai) = bi (1 ≤ i ≤ n).
最后，我们来探索行列式与矩阵加法之间的关系.

定理 2.53 (行列式的多重线性性). 将行列式的第k列拆成两列之和，则有∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . â1k + ã1k · · · a1n

a21 . . . â1k + ã1k · · · a2n
...

...
...

an1 . . . ânk + ãnk · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . â1k · · · a1n

a21 . . . â1k · · · a2n
...

...
...

an1 . . . ânk · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . ã1k · · · a1n

a21 . . . ã1k · · · a2n
...

...
...

an1 . . . ãnk · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

将“列”更换为“行”，类似的结论也成立.

证明. 将三个行列式都按第k列展开，不难得到所求结论. 在这里，我们利用克莱默法则给出另一个证明，
并揭示行列式的多重线性性与方程组之间的关联.
情形1：若将上述三个行列式中的第k列换为任意列[a1k a2k . . . ank]

T，行列式均为0，则等式左右均

为0，定理得证.
情形2：若存在某列[a1k a2k . . . ank]

T，使得矩阵A = [aij ]满足det(A) 6= 0，我们考虑以下三个线性方

程组：

Ax = b̂ + b̃, Ax = b̂, Ax = b̃,

其中b̂ = [b̂1 b̂2 . . . b̂n]
T , b̃ = [b̃1 b̃2 . . . b̃n]

T . 设

x̂ = [x̂1 x̂2 . . . x̂n]
T , x̃ = [x̃1 x̃2 . . . x̃n]

T

分别为第二、第三个方程组的唯一解，则

A(x̂ + x̃) = Ax̂ +Ax̃ = b̂ + b̃.

即x̂ + x̃是第一个方程组的唯一解. 根据克莱默法则，解的第k个分量满足公式

x̂k + x̃k =
1

det(A)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . â1k + ã1k · · · a1n

a21 . . . â1k + ã1k · · · a2n
...

...
...

an1 . . . ânk + ãnk · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

x̂k =
1

det(A)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . â1k · · · a1n

a21 . . . â1k · · · a2n
...

...
...

an1 . . . ânk · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, x̃k =

1

det(A)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . ã1k · · · a1n

a21 . . . ã1k · · · a2n
...

...
...

an1 . . . ãnk · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

定理得证.

在这一节的最后，我们用以下例题做一个全面的复习.

例 2.54. 设n ≥ 2. 计算n阶行列式det(An)，其中

An =



a b b . . . b

c a b . . . b

c c a . . . b
...

...
... . . . ...

c c c . . . a


.
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解. 记Dn = det(An). 我们先考虑b = c的情形，这时行列式的特点是每行的元素之和都是s = a+(n−1)b，

因此可以用初等行变换将第2行到第n行的信息都加到第1行上来：

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

s s s . . . s

b a b . . . b

b b a . . . b
...

...
... . . . ...

b b b . . . a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= s

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 . . . 1

b a b . . . b

b b a . . . b
...

...
... . . . ...

b b b . . . a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

这时，我们可以用第1列消去第2列到第n列中的1，进而利用下三角矩阵进行行列式计算:

Dn = s

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1

b a− b

b b a− b
...

...
... . . .

b b b . . . a− b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= s(a− b)n−1.

（注：也可以用第1行的b倍消去左下角的b，从而得到上三角矩阵的行列式.）综上，当b = c时，

Dn =
(
a+ (n− 1)b

)
(a− b)n−1.

再考虑b 6= c的情形，由之前的经验，我们将矩阵An的第一行拆成两行之和：[
a b b . . . b

]
=
[
a− b 0 0 . . . 0

]
+
[
b b b . . . b

]
.

这时Dn = D′n +D′′n，其中

D′n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a− b 0 0 . . . 0

c a b . . . b

c c a . . . b
...

...
... . . . ...

c c c . . . a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, D′′n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b b b . . . b

c a b . . . b

c c a . . . b
...

...
... . . . ...

c c c . . . a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

将D′n按第1行展开，易得D′n = (a− b)Dn−1. 提出D′′n第一行中的b后，将第2行到第n行都减去第1行的c倍，

得

D′′n = b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 . . . 1

c a b . . . b

c c a . . . b
...

...
... . . . ...

c c c . . . a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 . . . 1

a− c b− c . . . b− c

a− c . . . b− c
. . . ...

a− c

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= b(a− c)n−1.

于是

Dn = (a− b)Dn−1 + b(a− c)n−1. (2.6)

这时我们已经得到了关于Dn的递推公式. 另外，观察到b与c的地位是对称的，

Dn = det(An) = det(AT
n ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a c c . . . c

b a c . . . c

b b a . . . c
...

...
... . . . ...

b b b . . . a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
�
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因此

Dn = (a− c)Dn−1 + c(a− b)n−1. (2.7)

联立式(2.6)、(2.7)，得 [
1 b− a

1 c− a

][
Dn

Dn−1

]
=

[
b(a− c)n−1

c(a− b)n−1

]
.

这时系数矩阵的行列式为c− b 6= 0，应用克莱默法则知

Dn =

∣∣∣∣∣ b(a− c)n−1 b− a

c(a− b)n−1 c− a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 1 b− a

1 c− a

∣∣∣∣∣
=

c(a− b)n − b(a− c)n

c− b
.

2.6 矩阵变换

我们将一个向量空间到另一个向量空间的映射称为变换. 线性代数理论的核心问题之一是描述线性
变换. 在本书的开头，我们已经举了平面上绕原点逆时针旋转θ弧度的例子. 用Rθ表示这个映射，那么有

Rθ : R2 → R2, (x, y) 7→ (u, v),

其中  u = (cos θ)x+ (sin θ)y,

v = (− sin θ)x+ (cos θ)y.

将其写成矩阵运算的形式 [
u

v

]
=

[
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

][
x

y

]
.

也就是说，如果我们将旋转前后的点的坐标用列矩阵表示，映射Rθ的效果相当于在在坐标列矩阵的左侧

乘上了方阵 [
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

]
.

定义 2.8. 设A ∈ Mm×n(R). 我们称

TA : Rn → Rm, x 7→ Ax.

为矩阵变换，称A为TA的标准矩阵. 这里，欧氏空间Rn与Rm中的向量均用列矩阵表示.

当T为一个矩阵变换时，我们常用[T ]表示它的标准矩阵，即

T (x) = [T ]x.

例 2.55. 设T : R3 → R2如下定义：

T (x1, x2, x3) = (2x1 − 3x2 + x3, 4x1 + x2 − 2x3).

求其标准矩阵[T ]，并用该矩阵计算T (1,−3, 0).

解.（略.）
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设T : Rn → Rm为矩阵变换，则[T ] ∈ Mm×n. 将其写成列矩阵的分块形式[T ] = [c1 c2 . . . cn]. 记ej为
第i行为1、其余为0的列矩阵，由分块矩阵的运算性质得

[T ]ej = cj , (1 ≤ j ≤ n).

即

[T ] =
[
T (e1) T (e2) . . . T (en)

]
.

因此对一个由几何直观给出的矩阵映射，可以通过它们在标准向量上的像来计算标准矩阵.
在以下例子中，我们试求相关矩阵映射的标准矩阵，探索单位正方形的形状变化，并观察其面积变

化与标准矩阵的行列式之间的关系.

例 2.56. (1) R2中关于y轴的镜像对称：T (x, y) = (−x, y).
(2) R2中关于直线y = x的镜像对称：T (x, y) = (y, x).
(3) R3中关于xOy平面的镜像对称: T (x, y, z) = (x, y,−z).

解.（略.）

例 2.57. (1) R2中以k (0 < k < 1)为系数的收缩: T (x, y) = (kx, ky).
(2) R3中以k (k ≥ 1)为系数的膨胀: T (x, y, z) = (kx, ky, kz).
(3) R2中以k (0 < k < 1)为系数关于x方向的压缩: T (x, y) = (kx, y).
(4)R2中以k (k ≥ 1)为系数关于y方向的拉伸: T (x, y) = (x, ky).

解.（略.）

例 2.58. (1) R2中向y轴的正交投影：T (x, y) = (0, y).
(2) R3中向xOz平面的正交投影：T (x, y, z) = (x, 0, z).

解.（略.）

例 2.59. R2中以k为系数关于x方向的错切：T (x, y) = (x+ ky, y).

解.（略.）
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例 2.60. (1) R2中绕着原点进行的θ弧度的旋转Rθ.
(2) R3中以z轴正方向为旋转轴方向（即右手螺旋法则的大拇指方向）、以θ弧度进行的旋转R.

解.（略.）

定理 2.61. 设A ∈ Mm×n(R). 则矩阵变换TA : Rn → Rm满足

TA(λu + µv) = λTA(u) + µTA(v), (∀u, v ∈ Rn, ∀λ, µ ∈ R).

证明. 将向量都写成列矩阵. 根据矩阵乘法，我们有

TA(λu + µv) = A(λu + µv) = λAu + µAv = λTA(u) + µTA(v).

定理 2.62. 设TA : R2 → R2为由A ∈ M2给出的矩阵变换. 假设TA将一个有向面积为R的平行四边形区域

映为另一个有向面积为R′的平行四边形区域，则有R′ = det(A)R.

证明. 设平行四边形区域由向量u, v张成，且从u的方向逆时针转动到v的方向所经过的角度小于π. 则

R =
∣∣∣u v

∣∣∣ .
这时，我们有

TA(u) = Au, TA(v) = Av.

从而

R′ =
∣∣∣Au Av

∣∣∣ .
由分块矩阵的乘法性质，知

A
[
u v

]
=
[
Au Av

]
.

再由行列式保持乘法的性质，得R′ = det(A)R.

当面积变为0时，意味着平行四边形退化成了一条线段或一个点. 对于一般的区域，利用积分的方法
也可以得到相似的结论.
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定义 2.9. 设U, V,W为集合，而f, g是如下的映射：

U
f→ V

g→ W.

则g与f的复合定义为g ◦ f : U → W，

(g ◦ f)(u) = g(f(u)), (∀u ∈ U).

设TA : Rn → Rk, 而TB : Rk → Rm分别为左乘矩阵A,B的矩阵变换. 则

TB ◦ TA = TBA.

更进一步，映射的复合具有结合律，当矩阵变换T1, T2, . . . , Tr可以依次符合时，

[Tr ◦ . . . ◦ T2 ◦ T1] = [Tr] . . . [T2][T1].

.

例 2.63. 试求旋转变换的复合Rθ1 ◦Rθ2与Rθ2 ◦Rθ1 .

解. 我们有

[Rθ1 ◦Rθ2 ] = [Rθ1 ][Rθ2 ] =

[
cos θ1 − sin θ1
sin θ1 cos θ1

][
cos θ2 − sin θ2
sin θ2 cos θ2

]

=

[
cos θ1 cos θ2 − sin θ1 sin θ2 − cos θ1 sin θ1 − sin θ1 cos θ2
sin θ1 cos θ2 + cos θ2 sin θ1 − sin θ1 sin θ2 + cos θ1 cos θ2

]

=

[
cos(θ1 + θ2) − sin(θ1 + θ2)

sin(θ1 + θ2) cos(θ1 + θ2)

]
= [Rθ1+θ2 ].

上式最右端中，我们有θ1 + θ2 = θ2 + θ1. 因此也有[Rθ2 ◦Rθ1 ] = [Rθ1+θ2 ]. 事实上，从旋转的效果来看，无
论是先转θ2再转θ1，还是先转θ1再转θ2，最终的效果都是旋转θ1 + θ2.

例 2.64. 在R2中，设T1为关于直线y = x的镜像对称，而T2为向y轴的正交投影. 试求T1 ◦ T2与T2 ◦ T1的

标准矩阵.

解. 我们用两种不同的方法来分别计算. 首先考虑T1 ◦ T2. 由于

T2(1, 0) = (0, 0), T1(0, 0) = (0, 0),

T2(0, 1) = (0, 1), T1(0, 1) = (1, 0).

我们有

[T ] =

[
0 1
0 0

]
.

另一方面，由于

[T2] =

[
1 0

0 0

]
, [T1] =

[
0 1

1 0

]
.

因而

[T2 ◦ T1] = [T2][T1] =

[
0 1

0 0

]
.
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在上个例子中，我们发现T1 ◦ T2 6= T2 ◦ T1，矩阵变换的复合不具备交换律.
另外，设T, S : Rn → Rm均为矩阵变换，而c ∈ F. 则可定义T +S, cT : Rn → Rm如下：对任意x ∈ Rn，

(T + S)(x) = T (x) + S(x), (cT )(x) = c T (x).

不难验证，我们有

[T + S] = [T ] + [S], [cT ] = c[T ].

例 2.65. 如图，设L是过原点的直线，与x轴正向的夹角是θ弧度. 试求以下R2上算子的标准矩阵.
(1) Pθ: 向直线L的正交投影.
(2) Hθ: 关于直线L的镜像对称.

解. (1) 我们尝试不同方法来处理这个问题. 第一种方法，根据定理2.11，取直线的一个方向向量e =

(cos θ, sin θ),我们有
Pθ(v) = projev =

v · e
‖e‖2 e.

记v = (x, y)，则

Pθ(x, y) =
x cos θ + y sin θ

1
(cos θ, sin θ) = (x cos2 θ + y cos θ sin θ, x cos θ sin θ + y sin2 θ).

于是

[Pθ] =

[
cos2 θ cos θ sin θ

cos θ sin θ sin2 θ

]
. (2.8)

第二种方法，通过计算Pθ(1, 0)和Pθ(0, 1)来获得[Pθ]. 如图，经过分析可知

Pθ(1, 0) = (cos2 θ, cos θ sin θ), Pθ(0, 1) = (sin θ cos θ, sin2 θ).

从而得(2.8). 这时，正交投影Pθ的一般表达式可以通过矩阵乘法[
cos2 θ cos θ sin θ

cos θ sin θ sin2 θ

][
x

y

]
=

[
x cos2 θ + y cos θ sin θ
x cos θ sin θ + y sin2

]
.

来得到.
第三种方法，在之前得例子中，我们已经计算了向x轴正交投影（即P0）的矩阵. 如果我们将v与直

线L都顺时针转动θ角，那么向L作正交投影就变成了向x轴方向作正交投影，这时再逆时针转θ角，就可将

投影所得的垂足转回直线L上. 也就是说，我们有Pθ = RθP0R−θ. 因此

[Pθ] = [Rθ][P0][R−θ] =

[
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

][
1 0

0 0

][
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

]
=

[
cos2 θ cos θ sin θ

cos θ sin θ sin2 θ

]
.

(2) 对R2中的一个向量v的顶点，其与关于直线L的镜像对称点的连线的中点位置，即向直线L的正交

投影处. 因此
Hθ(v)− v = 2(Pθ(v)− v), (∀v ∈ R2).
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从而

Hθ = 2Pθ − I,

这里的I是R2上的恒等映射. 故

[Hθ] = 2[Pθ]− [I] = 2

[
cos2 θ cos θ sin θ

cos θ sin θ sin2 θ

]
−

[
1 0

0 1

]
=

[
cos 2θ sin 2θ
sin 2θ − cos 2θ

]
.

定义 2.10. 设f : V → W . 如果f将V中的不同元素映为不同元素，则称f为单射. 若W中的每个元素都

在f的像中，则称f为满射. 若f即单又满，则称f为双射.

对于A ∈ Mn(R)，“矩阵变换TA : Rn → Rn为单射”，当且仅当“若Ax = Ay (x, y ∈ Rn)，则x = y”
. 在后一命题中记z = x − y，则有“若Az = 0 (z ∈ Rn)，则z = 0”，即齐次线性方程组Az = 0仅有平凡
解. 由等价性定理知，这等价于A可逆. “矩阵变换TA : Rn → Rn为满射”，当且仅当“对任意b ∈ Rn，存

在x ∈ Rn，使得Ax = b”. 同样由等价性命题，知其等价于A可逆. 于是TA单射、满射、双射与A可逆四

者都是相互等价的.

定义 2.11. 若矩阵变换TA : Rn → Rn为双射，则称TA−1为TA的逆变换（或逆算子），记为T−1A = TA−1 .

例 2.66. 求R2绕原点逆时针转动θ角的算子Rθ的逆.

解.（略.）

例 2.67. 求R2上的算子T的逆，其中

T (x, y) = (2x+ y, 3x+ 4y).

解.（略.）

注意到2阶初等矩阵具有如下形式：[
k 0

0 1

]
,

[
1 0

0 k

]
,

[
0 1

1 0

]
,

[
1 0

k 1

]
,

[
1 k

0 1

]
.

对与前两者，我们将k的取值分为0 < k < 1, k ≥ 1, k < 0三种情况. 对k < 0时，有[
k 0

0 1

]
=

[
−1 0

0 1

][
−k 0

0 1

]
,

[
1 0

0 k

]
=

[
1 0

0 −1

][
1 0

0 −k

]
.

命题 2.1. 设E ∈ M2(R)是初等矩阵，则矩阵变换TE是以下之一：

(a) 沿着某坐标轴错切.
(b) 关于直线y = x作镜像对称.
(c) 沿着某坐标轴压缩.
(d) 沿着某坐标轴拉伸.
(e) 关于某坐标轴作镜像对称.
(f) 先关于某坐标轴作镜像对称，再沿着某坐标轴压缩或拉伸.

推论 2.68. 若TA是R2上的可逆算子，则它的几何效果是有限次错切、压缩、拉伸与镜像对称的复合.
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第3章 线性空间

3.1 线性空间的定义

在本课程中，我们记F = R或F = C. 选用实数还是复数由我们讨论的问题所决定，并且在讨论开始
时就已经取定了，在讨论的过程中不再更换.

定义 3.1. 设V是一个非空集合，其上定义了加法与数乘，即

(i) 对任意u, v ∈ V，均有u + v ∈ V ;
(ii) 对任意u ∈ V及k ∈ F，均有ku ∈ V .
若以下八条公理成立，则称V为数域F上的线性空间或向量空间，而V中的元素称为向量.
(公理1) u + v = v + u (∀u, v ∈ V ).
(公理2) u + (v + w) = (u + v) + w (∀u, v,w ∈ V ).
(公理3) ∃0 ∈ V , s.t. 0 + u = u + 0 = u (∀u ∈ V ).
(公理4) ∀u ∈ V , ∃v ∈ V , s.t. u + v = v + u = 0.
(公理5) 1u = u (∀u ∈ V ).
(公理6) (kh)u = k(hu) (∀u ∈ V and k, h ∈ F).
(公理7) k(u + v) = ku + kv (∀u, v ∈ V and k ∈ F).
(公理8) (k + h)u = ku + hu (∀u ∈ V and k, h ∈ F).

对于F = R（或F = C）时，我们亦称V为实（复）线性空间. 在此定义中，(i)、(ii)表示V关于加法与

数乘是封闭的. (公理3)中的0称为零向量，而(公理4)中的向量v称为u的负向量，往往被记为−u. 事实上，
公理1的加法交换律可以通过其它几条公理推出，感兴趣的读者可以自己尝试一下.

例 3.1. 以下均为实线性空间的例子.
(1) 在V = {0}上定义0 + 0 = 0，以及k0 = 0 (k ∈ R)，则V构成线性空间.
(2) 欧氏空间Rn在向量加法与数乘下构成线性空间.
(3) 实数列全体RN = {(u1, u2, . . . , un, . . .) : ui ∈ R (i = 1, 2, . . .)}在数列加法和数乘下构成线性空间，

其加法和数乘是对每个分量分别进行的. 其中的零向量为零数列.
(4) 区间I上的实值函数全体RI = {f : I → R} = {(fx)x∈I}在函数加法和数乘下构成线性空间，其加

法和数乘是对I中的每一点分别进行的. 其中的零向量为零函数.
(5) 设n为给定正整数. 次数小于等于n− 1的实系数多项式全体Pn在多项式加法和数乘下构成线性空

间. 其中的零向量为零多项式. 注意到多项式的次数满足

deg(f(x) + g(x)) ≤ max{deg f(x), deg g(x)}, deg(cf(x)) = deg(f(x)), (c 6= 0),

而零多项式的次数定义为−∞. 因此Pn关于加法与数乘均封闭.
(6) 所有m× n实矩阵全体Mm×n(R)在矩阵加法与数乘下构成线性空间. 其零向量为矩阵0.

例 3.2. 设Cn = {(z1, z2, . . . , zn) : zi ∈ C (i = 1, 2, . . . , n)}. 则
(i) Cn是一个复线性空间.
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(ii) Cn是一个实线性空间.
它们作为集合是相同的，向量加法也是相同的，但是数乘使用的标量不同，前者可用复数作数乘，而

后者只能用实数作数乘. 我们会在后文中再次展示它们的区别.

以上是一些常用线性空间的例子. 事实上，线性空间的定义是很宽泛的，下述例子是为了说明我们可
以构造非常奇特的线性空间. 当然，在具体应用中，我们还是更多地用到前面地例子.

例 3.3. 设F = R，而V = R+为全体正数构成的集合. 定义加法与数乘为

u⊕ v = uv, k � u = uk.

则V在⊕与�下构成一个实线性空间.

证明. 在此，我们仅验证其中的一些公理. 首先正数的乘积和正数的实数方幂均是正数，因此V关于加

法⊕与数乘�是封闭的. 注意到

1� u = 1u = u, u� 1 = u1 = u, (u ∈ V ).

因此，起到零向量作用的是1. 对任意u ∈ V，我们有

u⊕ (1/u) = u(1/u) = 1, (1/u)⊕ u = (1/u)u = 1,

即向量u的负向量为其倒数1/u. 下面我们来验证两项分配律：对u, v ∈ V及k, h ∈ R，我们有

k � (u� v) = (u� v)k = (uv)k = ukvk = (uk)⊕ (vk) = (k � u)⊕ (k � v),

以及

(k + h)� u = uk+h = ukuh = (uk)⊕ (uh) = (k � u)⊕ (h� u).

注意到最后一式中的k + h是对R中的k、h进行的，因此使用的是常规的加法.

定理 3.4. 设V为F上的线性空间. 设u ∈ V，而k ∈ F. 则
(i) 0u = 0;
(ii) (−k)u = −(ku);
(iii) k0 = 0;
(iv) 若ku = 0，则要么k = 0，要么u = 0.

证明. (i) 由公理8，得
0u = (0 + 0)u = 0u + 0u. (3.1)

由公理4，存在0u的负向量−0u,满足0u + (−0u) = 0. 在式(3.1)两端同时加上−0u，得

0 = 0u + (−0u) = (0u + 0u) + (−0u) = 0u + (0u + (−0u)) = u + 0 = u.

在上式中，从左向右数第三个等号使用了公理2，而最后一个等号使用了公理3.
(ii) 注意到

0 = 0u = (1 + (−1))u = 1u + (−1)u = u + (−1)u.

上式从左往右数第一、三、四个等号分别运用了(i)、公理8、公理5. 再根据公理4，得(−1)u = −u.
(iii) 由公理4、公理8知

k0 = k
(
u + (−u)

)
= ku + k(−u).

而

k(−u) = k
(
(−1)u

)
=
(
k(−1)

)
u =

(
(−1)k

)
u = (−1)(ku) = −(ku).
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其中从左向右数第一、五个等号使用了(ii)，而第二、四个等号应用了公理6. 这时，由公理4推出

k0 = ku +
(
− (ku)

)
= 0.

(iv) 当k 6= 0时，有

u = 1u =
(1
k
k
)
u =

1

k
(ku) = 1

k
0 = 0,

其中从左向右数第一、三、四、五个等号分别使用了公理5、公理6、定理条件和(iii).

3.2 子空间

在第二章中，我们研究过三维欧氏空间里的直线、平面等. 对于一般的线性空间来说，我们也感兴趣
包含于其中的“更小”的线性空间.

定义 3.2. 设V是F上的线性空间，而W是V的一个非空子集. 若在V中的加法和数乘下，集合W也构成一

个线性空间，我们就称W为V的一个子空间.

如上所述的W要成为线性空间，需要满足两条封闭性与八条公理. 那么，哪一些有可能不成立呢？注
意到公理1-8中的代数运算，既然在V中已经成立，在W中也就自然成立了. 因此需要验证的是

(1) W对加法封闭；
(2) W对数乘封闭；
(3) 公理3中，0 ∈ W ;
(4) 公理4中，对任意u ∈ W，均有−u ∈ W .

定理 3.5. 设V是F上的线性空间，而W是V中的非空子集. 则W是V的子空间当且仅当以下两个命题成

立：

(1) 对任意的u, v ∈ W，均有u + v ∈ W .
(2) 对任意的k ∈ F和任意的u ∈ W，均有ku ∈ W .

值得一题的是，以上(1)、(2)两个命题的一个等价写法是：对任意u, v ∈ W和任意k, ℓ ∈ F, 均有ku +

ℓv ∈ W，即W对线性运算封闭. 更进一步，还等价于以下命题：对任意r ≥ 2，任意u1, . . . , ur ∈ W和任

意k1, k2, . . . , kr ∈ F, 均有k1u1 + k2u2 + . . .+ rur ∈ W .
不妨设非空集合W中有向量w. 当(1)、(2)成立时，我们有

0 = w + (−1)w ∈ W.

而对任意的u ∈ W，亦有−u = (−1)u ∈ W . 因此(3)、(4)可由(1)、(2)推出. 结合之前的讨论，可知(1)、（2）
可以保证W构成线性空间.
由于非空子集是否构成子空间只与封闭性有关，因此由集合包含关系的传递性，可以推出子空间的

传递性.

推论 3.6. 设W是F上的线性空间，设V是W的子空间，而U是V的一个子空间. 那么U也是W的一个子空

间.
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下面我们来看一些关于子空间的例子.

例 3.7. 设V是F上的线性空间，则{0}是V的一个子空间，称为零子空间. 而V也是V的一个子空间，称为

全子空间. 任何一个线性空间都具有零子空间与全子空间，因此我们称它们为平凡子空间.

例 3.8. 在欧氏空间R3中，过原点的直线与平面均为R3的子空间. 需要注意的是，直线3x+ 4y + z = 1不

是子空间，因为它不过原点，不包含0.

例 3.9. 记F (−∞,+∞)为区间(−∞,+∞)上的所有实值函数全体，它在函数加法和数乘下构成实线性空

间. 以下集合均为F (−∞,+∞)的子空间.
(1) 区间(−∞,+∞)上的所有连续函数全体所构成的集合C(−∞,+∞)；

(2) 区间(−∞,+∞)上的所有具有连续导数的函数全体所构成的集合C1(−∞,∞)；

(3) 区间(−∞,+∞)上的所有任意阶可导的函数全体所构成的集合C∞(−∞,+∞)；

(4) 多项式全体所构成的集合P∞；

(5) 次数小于n的多项式全体所构成的集合Pn.
事实上，前一个集合均为后一个的子空间.

例 3.10. 以下集合均为Mn(R)的子空间.
(6) 所有n阶对称矩阵全体所构成的集合U .
(7) 所有n阶上三角矩阵全体所构成的集合V .
(8) 所有n阶对角矩阵全体所构成的集合W .
事实上，集合W也是U和V的子空间.

当我们有集合V的子集U,W时，可以通过交、并来得到新的子集. 对线性空间而言，我们考察它们的
交与和. 定义

U +W = {u + w : u ∈ U, w ∈ W}.

定理 3.11. 设V是F上的线性空间，而U和W均为V的子空间. 则U ∩W与U +W也是V的子空间.

证明. 我们先验证U ∩ W对于线性运算均封闭: 对任意vi ∈ U ∩ W及ki ∈ F (i = 1, 2)，我们有vi ∈ U ,
vi ∈ W . 由于U和W均为V的子空间，因此

k1v1 + k2v2 ∈ U, k1v1 + k2v2 ∈ W.

从而k1v1 + k2v2 ∈ U ∩W，封闭性得证.
我们再验证U +W对于线性运算均封闭: 对任意vi ∈ U ∩W及ki ∈ F (i = 1, 2)，不妨设vi = ui + wi

(i = 1, 2)，其中ui ∈ U，wi ∈ W . 由于U和W均为V的子空间，因此

k1u1 + k2u2 ∈ U, k1w1 + k2w2 ∈ W.

于是有

k1v1 + k2v2 = k1(u1 + w1) + k2(u2 + w2) = (k1u1 + k2u2) + (k1w1 + k2w2) ∈ U +W.

封闭性得证.

68



线性代数I

需要注意的是，集合U ∩W常常不是子空间.

例 3.12. 在V = R2中，设U为直线y = x，而W为直线y = 2x. 不难看出

U ∩W = {0}, U +W = R2.

而U ∪W仅仅是把两条直线上的点放到一个集合里而已.

x

y

U
W

O

接下来，我们将线性组合的概念推广到一般线性空间中.

定义 3.3. 设V为F上的线性空间. 设v, v1, v2, · · · , vr ∈ V，而k1, k2, . . . , kr ∈ F. 若

v = k1v1 + k2v2 + · · · krvr,

我们称向量v是向量v1, v2, · · · , vr的一个线性组合，而k1, k2, . . . , kr称为这个线性组合的系数.

例 3.13. 在C3中，考虑

u = (i, 2,−1), v = (0,−i, 2).

试问以下向量是不是u和v的线性组合?
(1) w = (−1, i, 2− i); (2) w′ = (2, 2 + i,−3).

解. (1) 列出关于系数k, l的线性方程组ku + lv = w. 要判断w是不是u和v的线性组合，就是要看这个方程
组是否有解. 我们用矩阵形式写出：

i 0

2 −i
−1 2


[

k

l

]
=


−1

i
2− i

 .

对增广矩阵作初等行变换，得
i 0 −1

2 −i i
−1 2 2− i

 −→


i 0 −1

0 −i −i
0 2 2

 −→


i 0 −1

0 −i −i
0 0 0

 .

因为在阶梯型中，系数矩阵与增广矩阵的秩相同，因此方程组有解. 故w是u与v的线性组合.
(2) 这个例子留给读者，w′不是u与v的线性组合.

借助线性组合的概念，我们可以用一些向量去生成子空间. 首先需要下述定理.

定理 3.14. 设V是F上的线性空间，而S = {w1,w2, . . . ,wr}为V的非空子集. 记W为w1, . . . ,wr的所有线

性组合全体所构成的集合，即

W = {k1w1 + k2w2 + . . .+ krwr : k1, k2, . . . , kr ∈ F}.

则

(1) W构成V的一个子空间;
(2) 若U也是V的子空间，且w1, . . . ,wr ∈ U，则W ⊆ U .
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上述定理中的(2)指出，这样的W是包含w1,w2, . . . ,wr的“最小”的子空间. 这个概念是重要且有用
的，因为当我们讨论一个问题时，可能仅仅涉及到其中几个向量的线性关系，而不需要用到整个V的信息，

这时我们限制在W上进行讨论就足够了.

证明. (1) 对任意v, v′ ∈ W及任意α, α′ ∈ F，不妨设

v = k1w1 + k2w2 + . . .+ krwr, v′ = k′1w1 + k′2w2 + . . .+ k′rwr.

不难得到

αv + α′v′ = α(k1w1 + k2w2 + . . .+ krwr) + α′(k′1w1 + k′2w2 + . . .+ k′rwr)

= (αk1 + α′k′1)w1 + (αk2 + α′k′2)w2 + . . .+ (αkr + α′k′r)wr ∈ W.

(2) 由于w1,w2, . . . ,wr ∈ U，而子空间U对线性运算封闭，因此

k1w1 + k2w2 + . . .+ krwr ∈ U

对任意k1, k2, . . . , kr ∈ F成立. 故W ⊆ U .

定义 3.4. 我们将上述定理中的W称为集合S或向量w1,w2, . . . ,wr的(线性)包络或扩张，并记为span(S)或
span{w1,w2, · · · ,wr}, 即

span{w1,w2, · · · ,wr} = {k1w1 + k2w2 + . . .+ krwr : k1, k2, . . . , kr ∈ F}.

我们也称集合S或向量w1,w2, . . . ,wr张成了W .

例 3.15. 标准向量

e1 = {1, 0, . . . , 0}, e2 = {0, 1, . . . , 0}, . . . , en = {0, . . . , 0, 1}

张成了空间Rn.

例 3.16. 在图中，试观察span({v})与span{v1, v2}.

例 3.17. 证明矩阵

A1 =

[
1 1

0 2

]
, A2 =

[
1 0

0 2

]
, A3 =

[
2 1

0 3

]
张成了所有2阶上三角矩阵所构成的空间V .

证明. 对任意的
[

a b

0 d

]
∈ V，设

k1

[
1 1

0 2

]
+ k2

[
1 0

0 2

]
+ k3

[
2 1

0 3

]
=

[
a b

0 d

]
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即 
k1 + k2 + 2k3 = a,

k1 + k3 = b,

2k1 + 2k2 + 3k3 = d.

注意到系数矩阵的行列式满足 ∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 2

1 0 1

2 2 3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 1 6= 0.

根据等价性定理，知方程组有解. 因此任何一个2阶上三角矩阵均为A1, A2, A3的线性组合，对应系数即方

程组的解(k1, k2, k3). 故span{A1, A2, A3} ⊃ V . 另一个方向的包含关系是自然成立的，因此 span{A1, A2, A3} =

V .

从线性包络的定义，不难得到以下结论.

定理 3.18. 设S1 = {v1, v2, · · · , vr}，S2 = {w1,w2, . . . ,ws}均为线性空间V的非空子集.则span(S1) ⊆
span(S2)当且仅当S1中的每个向量都是S2中向量的线性组合.

例 3.19. 试验证
span

({
(1, 0), (1, 2), (−1, 1)

})
⊆ span

({
(1, 1), (1,−1)

})
.

证明. 由以下线性组合，知包含关系成立.

(1, 0) =
1

2
(1, 1) +

1

2
(1,−1), (1, 2) =

3

2
(1, 1)− 1

2
(1,−1), (−1, 1) = −(1,−1).

定理 3.20. 设U = span{u1, u2, · · · , ur}和W = span{w1,w2, . . . ,ws}均为线性空间V的子空间. 则

U +W = span{u1, u2, · · · , ur,w1,w2, . . . ,ws}.

证明. 方便起见，记V0 = span{u1, u2, · · · , ur,w1,w2, . . . ,ws}. 对任意v ∈ U +W，不妨设v = u+ w，其

中u ∈ U , w ∈ W . 由U , W的构造，设

u = k1u1 + k2u2 + . . .+ krur, w = l1w1 + l2w2 + . . .+ lsws.

则有

v = u+ v = k1u1 + k2u2 + . . .+ krur + l1w1 + l2w2 + . . .+ lsws ∈ V0.

反之，对任意v ∈ V0，设

v = k′1u1 + k′2u2 + . . .+ k′rur + l′1w1 + l′2w2 + . . .+ l′sws.

取

u = k′1u1 + k′2u2 + . . .+ k′rur, w = l′1w1 + l′2w2 + . . .+ l′sws.

则有u ∈ U , w ∈ W，进而v = u+ w ∈ U + V . 定理得证.

思考题：若给出Rn的子空间U = span{u1, u2, · · · , ur}和W = span{w1,w2, . . . ,ws}，如何求空间U∩W?

定理 3.21. 设A ∈ Mm×n(F). 则齐次线性方程组Ax = 0的解的全体构成Fn的一个子空间.
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证明. 对任意的方程Ax = 0的解x1, x2以及任意的k1, k2 ∈ F，有Ax1 = Ax2 = 0，从而

A(k1x1 + k2x2) = k1Ax1 + k2Ax2 = k10 + k20 = 0.

即k1x1 + k2x2也是方程Ax = 0的解. 解的全体构成Fn的一个子空间.

定义 3.5. 设A ∈ Mm×n，我们称方程Ax = 0的解的全体所构成的集合为A的零空间，记为Null(A). 若A可

表为

A = [aij ]m×n =


r1
r2
...

rm

 =
[

c1 c2 . . . cn
]
.

我们称Fn的子空间Row(A) := span{r1, . . . , rm}为矩阵A的行空间，称Fm的子空间Col(A) := span{c1, . . . , cn}为
矩阵A的列空间.

现在，定理1.22之后的注记，可以重新写为：若A ∈ Mm×n(F)，则线性方程组Ax = b相容当且仅
当b ∈ Col(A). 另外，设TA : Fn → Fm是以A为标准矩阵的矩阵变换，则该变换的像集为A的列空间，即

{TA(x) : x ∈ Fn} = Col(A).

事实上，对任何x ∈ Fn，有TA(x) = Ax ∈ Col(A). 另一方面，取Fn中的标准向量ei (1 ≤ i ≤ n)，

则TA(ei) = Aei = ci. 由于矩阵变换TA保持线性性，因此Col(A)中的每一个c1, c2, . . . , cn的线性组合都
是e1, e2, . . . , en的对应线性组合在TA下的像.

3.3 线性相关与线性无关

当V = span{v1, v2, . . . , vn}时，说明v1, v2, . . . , vn这些向量足够丰富，可以张成整个空间V . 然而，用
欧氏空间中100个平行的非零向量作成的线性包络，仍然只是一条直线，因为这些向量包含了冗余的信息.
为了描述“无冗余”，我们介绍以下“线性无关”的概念.

定义 3.6. 设S = {v1, · · · , vr}为F-线性空间V的非空子集. 若方程组

k1v1 + k2v2 + · · · krvr = 0

在F中仅有平凡解ki = 0 (1 ≤ i ≤ r)，则称集合S（或向量组S、或其中的向量）是线性无关的. 反之，若
上述方程有非平凡解，则称集合S（或向量组S、或其中的向量）是线性相关的.

例 3.22. 判断下列R3中的向量

v1 = (1,−2, 3), v2 = (5, 6,−1), v3 = (3, 2, 1)

线性无关还是线性相关？

解.（略.）

注：由于混合积(v1 × v2) · v3 = 0，这三个向量是共面的.

例 3.23. 在P∞中，以下哪些向量是线性无关的？

(a) S = {0}.
(b) S = {1 + x}.
(c) S = {x, x2}.
(d) S = {2− x, 4− 2x}.
(e) S = {0, x, 2− x2, 4 + x3, 5 + x4}.
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解.（略.）

我们将以上例子归纳总结为下述命题.

命题 3.1. (1) 包含零向量的集合S = {0, v2, . . . , vr}是线性相关的.
(2) 单元集S = {v}线性无关当且仅当v 6= 0.
(3) 二元集合S = {u, v}线性相关，当且仅当其中一个向量是另一个的常数倍.

例 3.24. 证明下述命题.
(1) 设F = C，V = C. 其中的向量1, i是线性相关的.
(2) 设F = R，V = C, 其中的向量1, i是线性无关的.

证明. (1) 因为存在c = i ∈ F = C，使得i = c · 1. 故1, i线性相关. (2) 设k · 1 + l · i = 0，其中k, l ∈ F = R，
则等式左端的实部与虚部均等于0，从而k = l = 0. 因此1, i线性无关.

接下来，我们将线性相关的等价描述推广到更一般的情形.

定理 3.25. 设S是线性空间V中的子集，且包含至少2个元素. 则S线性相关当且仅当S中的某个向量可以

写成其余向量的线性组合.

证明. 记S = {v1, v2, . . . , vr} (r ≥ 2).
设S是线性相关的,即存在不全为零的数k1, k2, . . . , kr，使得

k1v1 + k2v2 + . . .+ krvr = 0.

不妨设kt 6= 0，其中1 ≤ t ≤ r. 则有

vt = − 1

kt
(k1v1 + . . .+ kt−1vt−1 + kt−1vt−1) .

反之，设vs是其它向量的线性组合,即存在数l1, . . . , ls−1, ls+1, . . . , ls，使得

vs = l1v1 + . . .+ ls−1vs−1 + ls+1vs+1 + . . .+ lrvr.

于是有

l1v1 + . . .+ ls−1vs−1 + (−1)vs + ls+1vs+1 + . . .+ lrvr = 0.

故S线性相关.

例 3.26. 试将以下向量中的一个表示为其它向量的线性组合.

v1 = (1,−2, 3), v2 = (5, 6,−1), v3 = (3, 2, 1).

解.（略.）

例 3.27. 在P3中，取

p0(x) = 4, p1(x) = 1 + x, p2(x) = 5 + 3x− 2x2, p3(x) = 1 + 3x− x2.

(1) 向量p1, p2, p3线性相关还是线性无关？

(2) 向量p1, p2, p3线性相关还是线性无关？

解.（略.）
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例 3.28. 设向量u, v,w线性无关. 证明向量

x = u, y = u + v, z = u + v + w (3.2)

也线性无关.

证明. 令k1x + k2y + k3z = 0. 将(3.2)式代入后，整理得

(k1 + k2 + k3)u + (k1 + k2)v + k1w = 0.

由于u, v,w线性无关，故有 
k1 + k2 + k3 = 0,

k1 + k2 = 0,

k1 = 0.

上述线性方程仅有平凡解k1 = k2 = k3 = 0. 故x, y, z线性无关.

例 3.29. 设r ∈ N. 设V = F (−∞,+∞)为R上所有实值函数全体，证明V中得向量

sinx, sin 2x, . . . , sin rx

线性无关.

证明. 考虑方程
k1 sinx+ k2 sin 2x+ . . .+ kr sin rx = 0,

右侧的0表示零函数. 注意到二阶导数(sin lx)′′ = −l2 sin lx (l = 1, 2, . . . , r). 在上式两端依次求j (j =

0, 2, 4, . . . , 2(r − 1))阶导，得

k1 sinx+ k2 sin 2x+ . . .+ kr−1 sin(r − 1)x+ kr sin rx = 0,

k1 sinx+ 22k2 sin 2x+ . . .+ (r − 1)2kr−1 sin(r − 1)x+ r2kr sin rx = 0,

k1 sinx+ 24k2 sin 2x+ . . .+ (r − 1)4kr−1 sin(r − 1)x+ r4kr sin rx = 0,

. . . . . . . . . ,

k1 sinx+ 22(r−1)k2 sin 2x+ . . .+ (r − 1)2(r−1)kr−1 sin(r − 1)x+ r2(r−1)kr sin rx = 0.

对每个x，我们将上式写为矩阵形式Ay = 0，其中

A =



1 1 . . . 1 1

1 22 . . . (r − 1)2 r2

1 24 . . . (r − 1)4 r4

...
... . . . ...

...
1 22(r−1) . . . (r − 1)2(r−1) r2(r−1)


, y =



k1 sinx
k2 sin 2x
k3 sin 3x

...
kr sin rx


.

注意到A的行列式是范德蒙矩阵，满足

det(A) =
∏

1≤j<i≤r

(i2 − j2) 6= 0.

因此A可逆，而y = A−10 = 0. 这时，我们取合适的x，使得sinx, sin 2x, . . . , sin rx均非零，便得到了k1 =

k2 = . . . = kr = 0. 故这组函数是线性无关的.
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3.4 基与坐标

如果一个线性空间V能够写成S的线性包络，那么只要我们研究清楚S中的向量，则V中其它向量的信

息由它们作线性组合就可以得到. 如何选取这样的S呢？空间V可以是自己的线性包络，但是把S取为V，

就偏离了“化繁为简”的目的. 我们希望能够用尽可能少的向量组成S，而线性无关的一组向量是没有冗

余信息的.

定义 3.7. 设S为线性空间V中的有限子集，如S满足

(1) S张成V；

(2) S线性无关，

则称S（或其中的向量）为V的一组基.

定义中的(1)指出S中的向量足够多，而(2)指出S中没有冗余的向量.

例 3.30. 向量{e1, e2, · · · , en}构成欧氏空间Rn的一组基，我们称其为Rn的标准基. 下图中的向量也构
成R2或R3中的一组基. 例如，向量(1, 1, 2)、(1, 0, 2)与(2, 1, 3)构成R3的一组基.

例 3.31. 设Pn是由所有次数不超过n− 1次的实多项式全体所构成的实线性空间. 证明以下两组向量均构
成Pn的基:

(A) p0(x) = 1, p1(x) = x, p2(x) = x2, . . . , pn−1(x) = xn−1, 我们称其为Pn的标准基.
(B) q0(x) = 1, q1(x) = x+ c, q2(x) = (x+ c)2, . . . , qn−1(x) = (x+ c)n−1，其中c为给定非零常数.

证明. 这里只证明(B)的情形. 首先证明q0(x), q1(x), . . . , qn−1(x)线性无关. 令

0 =
n−1∑
i=0

kiqi(x) =
n−1∑
i=0

ki(x+ c)i,

左侧为零多项式. 对比n−1次项的系数，得kn−1 = 0. 这时上式变成了0 =
n−2∑
i=0

ki(x+c)i. 再对比n−2次项

的系数，得kn−2 = 0. 依此类推，可证明kn−1 = kn−2 = . . . = k1 = k0 = 0，即q0(x), q1(x), . . . , qn−1(x)线

性无关.
现在，我们再证明q0(x), q1(x), . . . , qn−1(x)张成Pn. 事实上，对任意多项式f(x) ∈ Pn(x). 利用f(x)在x =

−c处得泰勒展式可知

f(x) =
i−1∑
i=0

f (i)(−c)

i!
(x+ c)i =

i−1∑
i=0

f (i)(−c)

i!
qi(x).

（可使用泰勒展式的n次拉格朗日余项，并通过对比n次项系数知余项为零.）因此q0(x), q1(x), . . . , qn−1(x)张

成Pn.

例 3.32. 在F-线性空间Mm×n(F)中取集合{Eij : 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n}，其中Eij表示第i行、第j列的元

素为1，其余元素为0的矩阵. 它们构成一组基，称为Mm×n(F)的标准基.

接下来，我们探索一下如何寻找与矩阵有关的几个空间的基，基本的方法是初等行变换.
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定理 3.33. 以下命题成立：
(1) 初等行变换不改变矩阵的零空间.
(2) 初等行变换不改变矩阵的行空间.
(3) 初等行变换不改变矩阵各列之间的线性关系.

上述(3)的具体描述是这样的：设矩阵A =
[
c1 c2 . . . cn

]
经初等行变换变为A′ =

[
c′1 c′2 . . . c′n

]
.

倘若矩阵A满足

k1c1 + k2c2 + . . .+ kncn = 0,

其中k1, k2, . . . , kn ∈ F，则矩阵A′亦满足

k1c′1 + k2c′2 + . . .+ knc′n = 0.

即线性组合的系数在初等行变换下不变. 特别地，向量组c1, c2, . . . , cn线性相关（或无关）当且仅当c′1, c′2, . . . , c′n线
性相关（或无关）.

证明.（略.）

利用以上定理，我们可以通过初等行变换将矩阵化为（简约）阶梯阵，再通过阶梯阵分析对应空间的

信息.

例 3.34. 分别求以下矩阵的行空间和列空间的一组基：

A =


1 3 −2 0 2 0

2 6 −5 −2 4 −3

0 0 5 10 0 15

2 6 0 8 4 18

 .

解. 经过初等行变换，上述矩阵具有阶梯阵

R =


1 3 −2 0 2 0

0 0 1 2 0 3

0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0

 .

由于初等行变换不改变矩阵的行空间，因此

Row(A) = Row(R) = span
{ [

1 3 −2 0 2 0
]
,
[
0 0 1 2 0 3

]
,
[
0 0 0 0 0 1

] }
.

观察阶梯阵R，不难发现其主元所在第一、三、六列是线性无关的，而第二、四、五列可写成第一、三、

六列的线性组合. 因此

Col(R) =




1

0

0

0

 ,


−2

1

0

0

 ,


0

3

1

0


 .

由于初等行变换不改变矩阵各列之间的线性关系，因此Col(A)可由A的第一、三、六列张成，即

Col(A) =




1

2

0

2

 ,


−2

−5

5

0

 ,


0

−3

15

18


 .
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现在我们把以上例题的经验总结为下述定理，其具体证明留给读者完成.

定理 3.35. 设矩阵A具有阶梯型R. 则下述命题成立：
(1) Null(A) = Null(R);
(2) Row(A) = Row(R)，且R中的所有非零行构成该空间的一组基.
(3) R中所有非零首元所在列构成Col(R)的一组基，而A中所有与它们对应的列构成Col(A)的一组基.

例 3.36. 在R4中，取

v1 = (1, 2, 0, 2), v2 = (3, 6, 0, 6), v3 = (−2,−5, 5, 0),

v4 = (0,−2, 10, 8), v5 = (2, 4, 0, 4), v6 = (0,−3, 15, 18)

(1)试寻找S = {v1, v2, . . . , v6}的一个子集S0，使其构成Span{v1, . . . , v6}的一组基.（我们也称S0为S的

极大线性无关部分组.)
(2) 将每个向量都表示为S0中向量的线性组合.

解. 此例题的解法不唯一，常规的方法是将向量以列矩阵的形式组成矩阵

A = [ v1 v2 . . . v6 ] =


1 3 −2 0 2 0

2 6 −5 −2 4 −3

0 0 5 10 0 15

2 6 0 8 4 18

 .

(1) 由上一例题可知S0可取为{v1, v3, v6}.
(2) 为了进一步得到线性组合的具体系数，我们可以将阶梯型R进一步化为简约阶梯型

R′ =


1 3 0 4 2 0

0 0 1 2 0 0

0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0

 := [ c1 c2 . . . c6 ] .

在R中可得到如下观察：

c1 = c1, c2 = 3c1, c3 = c3, c4 = 4c1 + 2c3, c5 = 2c1, c6 = c6.

由于初等行变换不改变矩阵各列之间的线性关系，因此

v1 = v1, v2 = 3v1, v3 = v3, v4 = 4v1 + 2v3, v5 = 2v1, v6 = v6.

.

基在线性空间的理论中起着基石的作用，以下定理说明，基可以起到“坐标轴”的作用.

定理 3.37. 设S = {u1, u2, . . . , un}是F-线性空间V的一组基. 则V中的每个向量可以唯一地表示为

v = c1u1 + c2u2 + · · ·+ cnun,

其中c1, c2, . . . , cn ∈ F.

证明. 由于S张成V，因此每个向量v ∈ V都能写成S中向量的线性组合，这样的表示是存在的. 现在假设
有两种表示方法

v = c1u1 + c2u2 + · · ·+ cnun = c′1u1 + c′2u2 + · · ·+ c′nun.
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则有

0 = v − v = (c1u1 + c2u2 + · · ·+ cnun)− c′1u1 + c′2u2 + · · ·+ c′nun

= (c1 − c′1)u1 + (c2 − c′2)u2 + . . .+ (cn − c′n)n.

注意到u1, u2, . . . , un是V的一组基，所以是线性无关的,于是上式右端的向量前的系数均为0. 所以ci = c′i

(i = 1, 2, . . . , n)，即v的表法是唯一的.

有了上述定理的保证，我们就沿着基中的向量作坐标轴，坐标轴的正向与向量方向一致.

定义 3.8. 设S = {u1, u2, . . . , un}是F-线性空间V的一组基. 设v ∈ V具有唯一的表示

v = c1u1 + c2u2 + · · ·+ cnun,

其中c1, c2, . . . , cn ∈ F. 则称
(v)S = (c1, c2, . . . , cn)

为v在基S下的坐标向量，称

[v]S =


c1
...
cn


为v在基S下的坐标矩阵.

我们也将(·)S或[·]S称为在基S下的取坐标变换,不难验证它们是保持向量之间的线性关系的：对任意v,w ∈
V，以及任意k, l ∈ F，均有

[kv + lw]S = k[v]S + l[w]S .

特别地，空间V中一组向量{v1, . . . , vr}线性无关（或相关）当且仅当Rn中的向量
{
[v1]S , . . . , [vr]S

}
线性无

关（或相关）. 利用取坐标变换，可以将抽象的线性空间的结构完全转换到具体的欧氏空间上，以便更好
地讨论问题.

例 3.38. 求R3中向量v = (x, y, z)在标准基{i, j, k}下的坐标.

解.（略.）

例 3.39. 取R3的一组基S = {v1, v2, v3}, 其中

v1 = (1, 1, 1), v2 = (1, 1, 0), v3 = (1, 0, 0).

(1) 求向量v = (5,−1, 9)在基S下的坐标.
(2) 求w ∈ R3的的向量w，使得它在基S下的坐标为(w)S = (−1, 3, 2).

解.（略.）

例 3.40. (1) 求Pn中向量

p(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + . . .+ anx

n

在标准基下的坐标.

(2) 求M2(R)中矩阵

[
a b

c d

]
在标准基下的坐标.
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解.（略.）

例 3.41. 设向量u, v,w线性无关. 证明向量

x = u, y = u + v, z = u + v + w (3.3)

也线性无关.

证明. 记S = {u, v,w}，并令V = span{u, v,w}. 因S是线性无关的，因此构成V的一组基. 由(3.3)式
得x, y, z在基S的坐标如下：

(x)S = (1, 0, 0), (y)S = (1, 1, 0), (z)S = (1, 1, 1).

注意到

(
(x)S × (y)S

)
· (z)S =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

0 1 1

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 1 6= 0,

知(x)S , (y)S , (z)S线性无关，从而x, y, z线性无关.

例 3.42. 在P∞中，取B = {p1(x), p2(x), . . . , p6(x)}，其中

p1(x) = 1 + 2x+ 2x3, p2(x) = 3 + 6x+ 6x3,

p3(x) = −2− 5x+ 5x2, p4(x) = −2x+ 10x2 + 8x3,

p5(x) = 2 + 4x+ 4x3, p6(x) = −3x+ 15x2 + 18x3

(1) 求一个B的子集B0，使得B0是span{p1, . . . , p6}的一组基.
(2) 将B中的每个多项式表成B0中向量的线性组合.

解. 取标准基S = {1, x, x2, x3}，计算可得[p1(x)]S = vi (1 ≤ i ≤ 6)，其中vi为例3.36中的向量. 这时，我
们把多项式空间的问题完全转化为欧氏空间的问题，利用之前的结果便可以得到此题的结果.

3.5 维数与秩

在这一节中，我们将定义线性空间的维数. 若一个线性空间不能由一个有限集张成，则称该空间是无
限维的，否则称该控件是有限维的.
思考题：证明多项式全体构成的线性空间P∞是无穷维的.

定义 3.9. 若非空有限集S是线性空间V的一组基，则定义V的维数为

dim(V ) = |S|.

另外，定义零空间的维数为dim({0}) = 0.

注意到一个线性空间的基不是唯一的. 若有两组基的向量个数不同，上述定义就有歧义. 我们需要以
下定理来保证定义的合理性.

定理 3.43. 设S与S′是有限维F-线性空间V的两组基，则|S| = |S′|.
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证明. 不妨设S = {u1, u2, . . . , us}，S′ = {v1, v2, . . . , vt}，其中s, t ∈ N.
由于S′线性无关，因此Ms×1(F)中的列矩阵[v1]S , [v2]S , . . . , [vt]S也线性无关. 故方程

k1[v1]S + k2[v2]S + . . .+ kt[vt]S = 0

仅有平凡解k1 = k2 = . . . = kt = 0. 注意到该方程组可以写为Ak = 0，其中

A =
[
[v1]S [v2]S . . . [vt]S

]
∈ Ms×t, k =

[
k1 k2 . . . kt

]T
.

该方程组有s个方程和t个变元，且无自由变元. 由推论1.9知t = rank(A) ≤ s.
另一方面，交换S与S′的角色作类似推导，亦可得到s ≤ t. 故s = t.

由于n维空间的基都恰包含有n个向量，那么包含n个向量的集合是否能构成空间的基呢？

定理 3.44. 设V为n维F-线性空间，而S为V中的n元子集. 则以下命题等价：
(1) S是V的一组基；

(2) S是线性无关的；

(3) S张成V .

证明. 从(1)推导(2)、(3)”是显然的. 下面我们证明(2)与(3)等价，从而根据基的定义都可以推出(1).
设B为V的一组基，而S = {w1,w2, . . . ,wn}. 则S中向量的线性关系与[w1]B, [w2]B, . . . , [wn]B的线性

关系是一致的. 注意到|B| = dim(V ) = n，所以这些坐标矩阵都是n× 1阶的. 这时，S线性无关等价于线

性方程组 [
[w1]B [w2]B . . . [wn]B

]
k = 0

仅有平凡解k = 0. 而S张成V等价于对任意b ∈ Fn，方程组[
[w1]B [w2]B . . . [wn]B

]
k = 0.

由等价性定理知，两者均等价于该n× n的系数矩阵是可逆的. 定理得证.

下面我们来看一些例子.

例 3.45. 若S = {v1, v2, . . . , vr}是线性空间V中线性无关的集合，则dim(span(S)) = r.

例 3.46. (i) C是1维复线性空间. (ii) C是2维实线性空间.

例 3.47. 以下实线性空间的维数为

dim(Rn) = n, dim(Pn) = n, dim(Mm×n) = mn.

例 3.48. 设U、V分别为n阶对称、斜对称矩阵全体所构成的实线性空间. 求它们的维数.

解.（略.）

例 3.49. 求下述齐次线性方程组的解空间的一组基以及维数

x1 + 3x2 − 2x3 + 2x5 = 0

2x1 + 6x2 − 5x3 − 2x4 + 4x5 − 3x6 = 0

5x3 + 10x4 + 15x6 = 0

2x1 + 6x2 + 8x4 + 4x5 + 18x6 = 0

解.（略.）
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基的定义有两条，如果一组向量有所冗余，可以删去一些；如果一组向量个数太少，可以添加一些，

最后得到空间的一组基. 以下定理的证明细节留给读者完成.

定理 3.50. 设S为V为线性空间中的非空有限集合.
(1) 设S线性无关. 若v ∈ V，但v /∈ span(S), 则S ∪ {v}仍线性无关.
(2) 设S中的向量v可以表成S中其它向量的线性组合，则span(S) = span(S \ {v}).

例 3.51. 在P∞中，取

p1(x) = 1− x2, p2(x) = 2− x2, p3(x) = x3.

试用上述定理证明p1(x), p2(x), p3(x)线性无关.

解. 先考虑S1 = {p1(x)}，由于p1(x)不是零多项式，因此S1线性无关.
再考虑p2(x)，不难看出p1(x)与p2(x)均不是对方的常数被，因此p2(x) 6∈ span(S1)，由上述定理知S2 =

{p1(x), p2(x)}仍线性无关.
最后考虑p3(x)，其次数为3. 因p1(x)与p2(x)的次数均为2，因此span(S2)中的多项式次数均不超过2，

故p3(x) /∈ span(S2). 由上述定理知S3 = {p1(x), p2(x), p3(x)}是线性无关的.

以上定理和例子充分展示了，我们可以通过逐步添加的方式，得到更大的线性空间的基.

推论 3.52. 设W是线性空间V的子空间，满足dim(W ) = r以及dim(V ) = n. 设{w1,w2, . . . ,wr}是W的一

组基，则存在向量vr+1, vr+2, . . . , vn ∈ V \W，使得

{w1,w2, . . . ,wr, vr+1, vr+2, . . . , vn}.

构成V的一组基.

上述推论被称为基扩充定理. 当我们要探究线性空间V与它的子空间U之间的关系时，如果先在V中

找一组基，其中的向量可能都不在U中. 但是，如果我们先从U中找一组基，再通过及扩充定理得到V的

基，这时V的这组基包含了子空间U的信息.

定理 3.53. 设W是线性空间V的子空间，则有dim(W ) ≤ dim(V )，且等号成立当且仅当W = V .

证明. 不妨设dim(V ) = n, dim(W ) = r. 取W的一组基w1,w2, . . . ,wr，根据及扩充定理，可将其扩充

为V的一组基

{w1,w2, . . . ,wr, vr+1, vr+2, . . . , vn}.

因此r ≤ n. 且r = n当且仅当

W = span{w1,w2, . . . ,wr} = V.

对于集合V的两个子集S与T来说，集合的交、并运算满足容斥原理：

|S ∪ T | = |S|+ |T | − |S ∩ T |.

对于子空间的交与和，它们的维数也满足相似的结论.

定理 3.54 (维数公式). 设W是向量空间，而U, V是W的有限维子空间. 则

dim(U + V ) = dim(U) + dim(V )− dim(U ∩ V ).
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证明. 不妨设dim(U∩V ) = r, dim(U) = k, dim(V ) = l. 由于U∩V为U、V的子空间，因此r ≤ k, r ≤ l. 现
取U∩V的一组基w1, . . . ,wr，根据基扩充定理，存在U中的向量ur+1, . . . , uk，使得w1, . . . ,wr, ur+1, . . . , uk构

成U的一组基. 类似地，存在V中的向量vr+1, . . . , vl，使得w1, . . . ,wr, vr+1, . . . , vl构成V的一组基.
这时向量组

{w1, . . . ,wr, ur+1, . . . , uk, vr+1, . . . , vl}

是线性无关的. （留作思考题）
注意到

U + V = span{w1, . . . ,wr, ur+1, . . . , uk}+ span{w1, . . . ,wr, vr+1, . . . , vl}

= span{w1, . . . ,wr, ur+1, . . . , uk, vr+1, . . . , vl}.

因此得到

dim(U + V ) = r + (k − r) + (l − r) = k + l − r = dimU + dimV − dim(U ∩ V ).

推论 3.55. 设W是向量空间，而U, V是W的有限维子空间. 则

dim(U + V ) ≤ dim(U) + dim(V ).

现在，我们来探究一下与矩阵密切相关的几个空间的维数. 注意到矩阵A通过初等行变换化为阶梯

型R后，它们的行空间可由R的所有非零行张成，因此dimRow(A) = dimRow(R) = rank(A). 另外，
Col(R)可由阶梯起始对应的所有主元列张成，而Col(A)可由A中的对应列张成，因此亦有dimCol(A) =

dimCol(R) = rank(A). 我们将这个结论写下述定理,

定理 3.56. 对任意矩阵A, 有

rank(A) = dim(Row(A)) = dim(Col(A)).

我们也将矩阵A的行列、空间的维数称为A的行秩、列秩，它们与之前定义的矩阵的秩是相等的. 从
行、列空间维数也很容易看出0 ≤ rank(A) ≤ min{m,n}. 由于A的行完全对应AT的列，因此

rank(AT ) = rank(A).

另外，初等、行列变换不改变矩阵的秩，即在一个矩阵左、右乘上初等矩阵，秩不会改变. 更进一步，可
逆方阵都可以写成初等矩阵的乘积，因此我们得到以下定理.

定理 3.57. 设A ∈ Mm×n(F). 设P ∈ Mm(F)与Q ∈ Mn(F)均为可逆矩阵，则

rank(PA) = rank(A) = rank(AQ).

推论 3.58. 分块初等行、列变换不改变矩阵的秩.

命题 3.2. 设矩阵A、B、C的阶数复合下述各运算，则有

(1) max{rank(A), rank(B)} ≤ rank
([

A B
])

≤ rank(A) + rank(B);

(2)* rank
([

A C

0 B

])
≥ rank

([
A 0

0 B

])
= rank(A) + rank(B).

（注：打星号的章节或定理不在大纲里必须掌握的范围.）
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证明. 这里我们仅证明(1). 而(2)留给读者们作为思考题.
记C =

[
A B

]
. 易知Col(C) ⊇ Col(A),Col(B)，因此

max{rank(A), rank(B)} ≤ rank
([

A B
])

.

另外，观察到Col(C) = Col(A) + Col(B)，由维数公式知

rank
([

A B
])

= dimCol(C) = dim(Col(A) + Col(B))

= dimCol(A) + dimCol(B)− dim(Col(A) ∩ Col(B)) ≤ rank(A) + rank(B).

现在，我们给零空间的维数一个新名称.

定义 3.10. 我们将矩阵A的零空间维数称为A的零化度，记为nullity(A)，即nullity(A) = dim(Null(A)).

定理 3.59. 设A ∈ Mm×n(R)，则有

rank(A) + nullity(A) = n.

证明. 考虑齐次线性方程组Ax = 0，其中x ∈ Fn. 注意到方程组共n个变元，分为主变元和自由变元. 而

主变元个数 = 非零阶梯的行数 = rank(A), 自由变元个数 = 方程解空间维数 = nullity(A).

定理得证.

推论 3.60. 设A为n阶方阵，则A可逆当且仅当rank(A) = n，当且仅当nullity(A) = 0.

下面再介绍一些与秩有关的不等式.

定理 3.61. 设矩阵A,B ∈ Mm,n，λ, µ ∈ F. 则

rank(λA+ µB) ≤ rank(A) + rank(B).

证明. (1) 将矩阵的列设为A =
[
a1 a2 . . . an

]
, B =

[
b1 b2 . . . bn

]
. 则

Col(λA+ µB) = span{λa1 + µb1, λa2 + µb2, . . . , λan + µbn}

⊆ span{a1, a2, . . . , an, b1, b2, . . . , bn}

= span{a1, a2, . . . , an}+ span{b1, b2, . . . , bn} = Col(A) + Col(B).

结合维数公式，我们得到

rank(λA+ µB) = dimCol(λA+ µB) ≤ dim
(
Col(A) + Col(B)

)
≤ dimCol(A) + dimCol(B) = rank(A) + rank(B).

定理 3.62. *设矩阵A ∈ Mm×k,B ∈ Mk×n. 则
(1) Null(AB) ⊇ Null(B);
(2) Row(AB) ⊆ Row(B);
(3) Col(AB) ⊆ Col(A).
进而，我们有

rank(AB) ≤ min{rank(A), rank(B)}.
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证明. (1) 对任意x ∈ Null(B)，我们有Bx = 0. 从而

(AB)x = A(Bx) = A0 = 0.

即x ∈ Null(AB).
(2)、(3) 回顾分块矩阵的乘法：记

A =


a1

a2

...
am

 , B =

 b1 b2 . . . bn

 �

则有

AB =


a1B
a2B
...

amB

 =

Ab1 Ab2 . . . Abn

 .

另外，我们有

aiB ∈ Row(B), (1 ≤ i ≤ m),

Abj ∈ Col(A), (1 ≤ j ≤ n).

因此可得

Row(AB) = span{a1B, a2B, . . . , amB} ⊆ Row(B),

Col(AB) = span{Ab1, Ab2, . . . , Abn} ⊆ Col(A).

这时，由(2)、(3)便可证得

rank(AB) ≤ min{rank(A), rank(B)}.

另外，由(1)知nullity(AB) ≥ nullity(B). 注意到矩阵AB与B的列数均为n. 利用秩与零化度的关系知

rank(AB) + nullity(AB) = n = rank(B) + nullity(B).

也可由此得到rank(AB) ≤ rank(B).

定理 3.63. *设矩阵A ∈ Mm×k,B ∈ Mk×n. 则

rank(AB) ≥ rank(A) + rank(B)− k.

证明. 注意到k = rank(Ik)，我们将AB、Ik作成分块矩阵的对角子矩阵，将A、B也作成分块矩阵的对角

子矩阵. 由于分块初等变换不改变矩阵得秩，我们有[
AB 0

0 Ik

]
(行1)−A(行2)−→

[
AB −A

0 Ik

]
(列1)+(列2)B−→

[
0 −A

B Ik

]
−→

[
B Ik

0 A

]
.

最后一步用到了交换两行、接着在第二行左乘−In. 此时，上式左端矩阵的秩等于rank(AB) + k，而等式

右端矩阵的秩大于等于rank(A) + rank(B). 定理得证.

思考题：试证明下述关于秩的不等式（假设相关矩阵的阶合适相应的运算）

(1) rank(AB − CD) ≤ rank(A− C) + rank(B −D).
(2) rank(ABC) ≥ rank(AB) + rank(BC)− rank(B).
在本节的最后，我们再来进一步阐述一下矩阵A与AT的几个基本空间之间的关系.
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定义 3.11. 设W是欧氏空间Rn的子空间. 我们定义W的正交补为

W⊥ = {v ∈ Rn : v · w = 0 (∀w ∈ W )}.

定理 3.64. 设W是Rn的子空间.
(1) W⊥是Rn的子空间.
(2) W ∩W⊥ = {0}.
(3) W +W⊥ = Rn.
(4) (W⊥)⊥ = W .

证明. (1) 我们需要验证W T对线性运算封闭. 设v1, v2 ∈ W⊥，而k1, k2 ∈ R. 根据正交补的定义，知

vi · w = 0, (∀w ∈ W ), (i = 1, 2).

于是有

(k1v1 + k2v2) · w = k1v1 · w + k2v2 · w = 0, (∀w ∈ W ).

从而W T构成Rn的子空间.
(2) 由于W与W T均为Rn的子空间，故W ∩W⊥ ⊇ {0}. 反之，设u ∈ W ∩W⊥，则有

‖w‖2 = w · w = 0.

在上式的w ·w这一项里，我们把前一个w看成W⊥中的向量，而后一个看成W中的向量，所以按照正交补

的定义得内积为零. 这时，我们得‖w‖ = 0，进而w = 0.
(3) 不妨设dim(W ) = r，其中r ≤ n. 设W的一组基为w1,w2, . . . ,wr. 这时，

W⊥ = {x ∈ Rn : x · w = 0, (∀w ∈ W )} = {x ∈ Rn : x · wi = 0, (1 ≤ i ≤ r)}.

将上式右端的wi与x均写为n× 1矩阵，则W⊥是下述其次线性方程组的解空间：
wT

1

wT
2

...
wT

r

 x = 0.

该系数矩阵（记为A）是r × n的，由w1,w2, . . . ,wn线性无关知rank(A) = r. 利用秩与零化度的关系，得

dim(W⊥) = nullity(A) = n− rank(A) = r.

再结合维数公式与(2)，便有

dim(W +W⊥) = dim(W ) + dim(W⊥)− dim(W ∩W⊥) = r + (n− r)− 0 = n.

又W +W⊥ ⊆ Rn. 由定理3.53，得W +W⊥ ⊆ Rn.
(4) 由正交补的定义，不难推出W ⊆ (W⊥)⊥. 又由(3)知

dim(W ) + dim(W⊥) = n, dim(W⊥) + dim
(
(W⊥)⊥

)
= n.

因此dim(W ) = dim
(
(W⊥)⊥

)
. 再次利用定理3.53得(W⊥)⊥ = W .

在上述定理的证明过程中，我们已经将向量的正交性转化成了线性方程组的解与系数矩阵中的行向

量之间的关系. 用类似的方法可以证明下述定理.
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定理 3.65. 设A ∈ Mm×n(R). 将其行、列分别看成Rn、Rm中的向量.
(1) Null(A)⊥ = Row(A).
(2) Null(AT )⊥ = Col(A).

定理 3.66. 设A ∈ Mn，则以下命题等价.
(i) 矩阵A可逆.
(ii) 齐次线性方程组Ax = 0仅有平凡解.
(iii) 矩阵A的简约阶梯型为In.
(iv) 矩阵A可写成初等矩阵的成绩.
(v) 对任意b ∈ Mn×1(F)，线性方程组Ax = b是相容的.
(vi) 对任意b ∈ Mn×1(F)，线性方程组Ax = b有唯一解.
(vii) 行列式det(A) 6= 0.
(viii) 矩阵A的列向量线性无关.
(ix) 矩阵A的行向量线性无关.
(x) 矩阵A的列向量张成Rn.
(xi) 矩阵A的行向量张成Rn.
(xii) 矩阵A的列向量构成Rn的一组基.
(xiii) 矩阵A的行向量线构成Rn的一组基.
(xiv) rank(A) = n.
(xv) nullity(A) = 0.
(xvi) Null(A)⊥ = Rn.
(xvii) Row(A)⊥ = {0}.

3.6 基的变换

当一个观测者观察空间中的一样事物时，可以建立坐标系（即找一组基）进行记录. 然而，如果有两
个观测者，他们使用的坐标系（即两组基）往往是不一样的. 当他们观察同一件事物时，得到的两组坐标
之间应当有明确的关系，这是我们在这一节中将探究的内容.
回顾一下，设V是n维空间，而S = {u1, u2, . . . , un}是V的一组基. 则V中的任何一个向量v均可唯一

地表为

v = c1u1 + c2u2 + · · ·+ cnun.

我们将v在基S下的坐标向量或坐标矩阵记为

(v)S = (c1, c2, . . . , cn), [v]S =


c1
...
cn

 .

现在我们用二维的情况来进行一下分析. 设B = {v1, v2}与B′ = {v′1, v′2}是二维空间V的两组基. 不
妨假设

v′1 = av1 + bv2,

v′2 = cv1 + dv2.

设u是V中的任意向量，下面我们来寻找[u]B与[u]B′之间的关系. 不妨设

u = xv1 + yv2 = x′v′1 + y′v′2.
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将v′1, v′2关于v1, v2的线性组合表达式代入，得

u = x′(av1 + bv2) + y′(cv1 + dv2) = (ax′ + cy′)v1 + (bx′ + dy′)v2.

由于u在基B′下的坐标是唯一得，因此  x = ax′ + cy′,

y = bx′ + dy′.

这就是两组坐标之间的转换关系. 它的矩阵形式为[
x
y

]
=

[
a c
b d

] [
x′

y′

]

或即

[u]B =
[
[v′1]B [v′2]B

]
[u]B′ .

将上述讨论中的2维更换为n维，过程都是类似的. 我们直接给出下述一般情况下的定义与定理.

定义 3.12. 设B = {v1, . . . , vn}与B′ = {v′1, . . . , v′n}是向量空间V的两组基. 我们定义由基B′到B的过渡

矩阵（或转移矩阵）为

PB←B′ =
[
[v′1]B [v′2]B . . . [v′n]B

]
命题 3.3. 设B = {v1, . . . , vn}与B′ = {v′1, . . . , v′n}是向量空间V的两组基. 则对V中的任意向量x，均有

[x]B = PB←B′ [x]B′ .

例 3.67. 考虑R2中的两组基B′ = {u′1, u′2}与B′′ = {u′′1 , u′′2}，其中

u′1 = (1, 0), u′2 = (1, 1), u′′1 = (1, 1), u′′2 = (2, 1).

(1) 求由基B′′到基B′的过渡矩阵PB′←B′′ .
(2) 求由基B′到基B′′的过渡矩阵PB′′←B′ .
(3) 设(x)B′ = (3, 2)，求(x)B′′ .

解. 在这里，我们展示(2)、(3)的计算过程.
(2) 设k1u′′1 + k2u′′2 = u′1，即 [

1 2
1 1

] [
k1
k2

]
=

[
1
0

]
,

得唯一解[u′1]B′′ = [−1 1]T . 类似地，解 [
1 2
1 1

] [
k1
k2

]
=

[
1
1

]
,

得唯一解[u′2]B′′ = [−1 0]T . 故

PB′′←B′ =
[
[u′1]B′′ [u′2]B′′

]
=

[
−1 1
1 0

]
.

(3) 注意到[x]B′ = [3 2]T，我们有

[x]B′′ = PB′′←B′ [x]B′ =

[
−1 1
1 0

] [
3
2

]
=

[
−1
3

]
.

即(x)B′′ = (−1, 3).
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例 3.68. 考虑P3中的两组基B = {p0, p1, p2}与B′ = {q0, q1, q2}，其中

p0(x) = 1, p1(x) = x, p2(x) = x2,

q0(x) = 1, q1(x) = x+ c, q2(x) = (x+ c)2.

求过度矩阵PB′←B.

解. 计算可得

1 = 1 + 0(x+ c) + 0(x+ c)2,

x = (−c)1 + 1(x+ c) + 0(x+ c)2,

x2 = (c2)1 + (−2c)(x+ c) + 1(x+ c)2.

故

PB′←B =

 1 −c c2

0 1 −2c
0 0 1

 .

线性空间中更多组基之间的关系如下.

定理 3.69. 设B,B′, B′′为向量空间V中的三组基. 则

PB←B′′ = PB←B′ PB′←B′′

证明. 对任意v ∈ V，有

PB←B′ PB′←B′′ [x]B′′ = PB←B′ [x]B′ = [x]B = PB←B′′ [x]B′′ .

当v取遍V中所有向量时，列矩阵[x]B′′取遍对应维数的欧氏空间中的所有向量，因此PB←B′′ = PB←B′ PB′←B′′ .

推论 3.70. 设B,B′是线性空间V中的两组向量. 则过度矩阵PB′→B可逆，且

P−1B←B′ = PB′←B.

证明. 不难验证对同一组基B，有PB←B = I. 由前一定理可得该推论中的结论.

证明. 不难验证对同一组基B，有PB←B = I. 由前一定理

由PB←B′′ = PB←B′ PB′←B′′可得PB′←B′′ = P−1B←B′PB←B′′ . 若B是空间的标准基，而B′与B′′中的向

量均由在标准基下的坐标给出，则PB′←B′′可由初等行变换[
PB←B′ PB←B′′

]
row−→

[
I P−1B←B′PB←B′′

]
进行求解.

例 3.71. 考虑R2中的两组基B′ = {u′1, u′2}与B′′ = {u′′1 , u′′2}，其中

u′1 = (1, 0), u′2 = (1, 1), u′′1 = (1, 1), u′′2 = (2, 1).

(1) 求由基B′′到基B′的过渡矩阵PB′←B′′ .
(2) 求由基B′到基B′′的过渡矩阵PB′′←B′ .
(3) 设(x)B′ = (3, 2)，求(x)B′′ .
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解. 在这里，我们展示(1)的计算过程. 取标准基B = {e1, e2}，则

PB←B′ =
[
[u′1]B [u′2]B

]
=

[
1 1
0 1

]
.

PB←B′′ =
[
[u′′1 ]B [u′′2 ]B

]
=

[
1 2
1 1

]
.

我们有PB′′←B′ = P−1B←B′′PB←B′，利用行变换

[PB←B′′ PB←B′ ] =

[
1 2 1 1
1 1 0 1

]
−→

[
1 0 0 1
−1 1 1 0

]
,

得

PB′′←B′ =

[
−1 1

1 0

]
.
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第4章 线性变换

4.1 线性变换的定义

在第二章的末尾，我们已经介绍了矩阵变换：设A ∈ Mm×n(R), 则映射TA : Rn → Rm为

TA(x) = Ax, (∀x ∈ Rn).

它满足性质

TA(u + v) = TA(u) + TA(v), TA(ku) = kTA(u),

其中u, u ∈ Rn，而k为实数.
现在，我们在抽象定义的线性空间之间定义线性变换.

定义 4.1. 设V,W均为数域F上的线性空间，若映射T : V → W满足

(1) 对任意u, v ∈ V，有 T (u + v) = T (u) + T (v);
(2) 对任意u ∈ V以及k ∈ F，有 T (ku) = kT (u)，
则我们称T为从V到W的线性变换. 当V = W时，我们也称T为V上的线性算子/算符.

值得一提的是，上述定义中的两个条件还有另一种等价的写法：对任意u, v ∈ V，以及任意k, ℓ ∈ F，
均有

T (ku + ℓv) = kT (u) + ℓT (v).

更近一步，也等价于下述命题：对任意r ≥ 2，任意u1, u2, . . . , ur ∈ V，以及任意k1, k2, . . . , kr ∈ F，均有

T (k1u1 + . . . knun) = k1T (u1) + . . .+ knT (un)

即映射T保持了线性空间V和W中的线性结构：“先在定义域空间中作线性组合，再作用映射T”，与“先

作用映射T，再在值域空间中作线性组合”，它们的效果是相同的.
当T : V → W时为线性映射时，我们取u ∈ V，则有

T (0) = T
(
(1 + (−1))u

)
= T (u) + (−1)T (u) = 0.

因此，线性映射一定把定义域空间中的零向量，映为值域空间中的零向量.

例 4.1. 设A ∈ Mm×n(C)，则矩阵变换TA : Cn → Cm, x 7→ Ax是线性变换.

例 4.2. 设V与W为F上的线性空间，映射0 : V → W为

0(u) = 0, (∀u ∈ V).

它是一个线性变换，被称为零变换.

例 4.3. 设V为实线性空间，设k ∈ R. 定义映射T : V → V为

T (u) = ku, (∀u ∈ V ),
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则它是一个线性算子.
当k = 0时，它是零算子；

当k = 1时，它被称为恒等算子，常被记为I.
当0 < k < 1时，它被称为V上以k为系数的收缩.
当k > 1时，它被称为V上以k为系数的膨胀.

例 4.4. 对于次数不超过n− 1次的实系数多项式全体组成的实线性空间Pn，以下两个映射均为线性变换：

� 映射M : Pn → Pn+1由M(p(x)) = xp(x)给出;
� 映射D : Pn+1 → Pn由D(p(x)) = p′(x)给出.

例 4.5. 设C(a, b)为(a, b)上的实值连续函数全体，而C∞(a, b)为(a, b)任意次可导的函数全体. 以下两个映
射均为线性算子.

� 映射D : C∞(a, b) → C∞(a, b)由D(f(x)) = f ′(x)给出;
� 映射S : C(a, b) → C(a, b)定义为

S(f(x)) =

∫ x

a

f(t)dt, (a < x < b).

例 4.6. 设V为所有实柯西列全体所组成的实线性空间. 定义Lim : V → R为

Lim
(
{an}

)
= lim

n→∞
an,

(
∀{an} ∈ V

)
.

则Lim是线性算子.

例 4.7. 定义映射T1 : R3 → R3与T2 : R3 → R2为

T1(x, y, z) = (x, y, 0), T2(x, y, z) = (x, y).

它们都是线性变换，且效果均提取出了R3中处于xOy平面上的信息.

例 4.8. 上述例子是有限个坐标的情形，现在我们来看看可数个坐标的情形. 设

RN =
{
(x1, x2, . . . , xn, xn+1, . . .) : xi ∈ R (i = 1, 2, . . .)

}
是实数列全体. 给定指标i1, i2, . . . , ir ∈ N, 定义T : RN → Rr向给定分量的投影为

T (x1, x2, . . . , xn, . . .) = (xi1 , xi2 , . . . , xir).

可以验证它是一个线性变换.
例如，取r = 3，以及i1 = 1, i2 = 2, i3 = 3，则有

T (1, 2, 3, 4, . . . , n, . . .) = (1, 2, 3),

T (1,−1, 1,−1, . . . , (−1)n, . . .) = (1,−1, 1).

例 4.9. 接下来，我们再看看不可数个坐标的情形. 设V为实线性空间F (a, b)的一个子空间. 设r ∈ N，
而x1, x2, . . . , xr ∈ (a, b). 定义V在点x1, x2, . . . , xr处的取值变换为T : V → Rr：

T (f) = (f(x1), f(x2), . . . , f(xr)) (∀f ∈ V ).

对任意f, g ∈ V，以及任意k, l ∈ R，有

T (kf + lg) =
(
(kf + lg)(x1), (kf + lg)(x2), . . . , (kf + lg)(xr)

)
=
(
kf(x1) + lg(x1), kf(x2) + lg(x2), . . . , kf(xr) + lg(xr),

)
= k

(
f(x1), f(x2), . . . , f(xr)

)
+ l
(
g(x1), g(x2), . . . , g(xr)

)
= kT (f) + lT (g).
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上式中，从左到右的等号依次用到了T的定义、定义域V中的运算、值域Rr中的运算与T的定义. 这时，我
们证明了T是一个线性变换.
例如，一座桥横跨一条小河，在两岸处的位置我们分别记为0与1，它在河中有两个桥墩，位置对应x1 =

1/3与x2 = 2/3. 水面的高度是(0, 1)上的函数. 为了获取桥墩处的水位高度，我们取r = 2以及点x1, x2构

造取值变换. 于是，

T
(
0.2 cos(99πx)

)
=
(
0.2 cos(33π), 0.2 cos(66π)

)
= (−0.2, 0.2).

例 4.10. 设v0 ∈ Rn为给定向量，定义T : Rn → R为

T (u) = u · v0, (∀u ∈ Rn).

则T为线性变换.

例 4.11. 以下两个映射均为线性变换.
� 映射T : Mm×n → Mn×m, A 7→ AT .
� 映射T : Mn(F) → F, A 7→ tr(A).

例 4.12. 给定B,C ∈ Mn(F)，则以下Mn(F)上的算子均为线性的.
� TB,C(A) = BAC (A ∈ Mn(F)).
� adB(A) = BA−AB (A ∈ Mn(F)).

Remark: We can write .

例 4.13. 下列映射不是线性变换：
� 映射T : Mn(R) → R, A 7→ det(A). 这里n ≥ 2.
� 映射T : Rn → Rn, x 7→ x + x0. 这里x0 6= 0.
对于前一个映射，注意到

T (2I) = 2n 6= 2 = 2T (I),

因此该映射不是线性的.
对于后一个映射，因T (0) = x0 6= 0，可判断其不是线性变换.

注意到映射之间可以自然定义加法与数乘：设T, T1, T2均为F上的线性空间V到W的线性变换，而c ∈
F，则线性变换的加法和数乘定义为

(T1 + T2)(v) = T1(v) + T2(v), (cT )(v) = c T (v), (v ∈ V ).

可以证明上述定义的T1 + T2和cT仍为线性变换（证明留给读者）. 这时，我们记L(V,W )为从V到W的所

有线性变换全体所组成的集合，则在上述加法与数乘下，L(V,W )也是F上的线性空间.
比如，例(4.12)中的映射满足adB = TB,I − TI,B. 而L(Rn,Rm) = Mm×n(R).
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4.2 线性变换的矩阵

这一节的主要问题是：如何有效地描述一个线性映射? 对于线性空间来说，只要给了一组基，那么
空间所有的向量可以自然地由基表示. 因此如果知道了线性映射在基向量上是如何映的，就能推断出其
在所有向量上的映射结果.
设V , W为数域F上的线性空间，而T : V → W是一个线性变换. 设B = {v1, . . . , vn}是定义域空

间V的一组基，而B̃ = {w1, . . . ,wm}是值域空间W的一组基. 这时，对任意向量x ∈ V，存在x1, x2, . . . , xn ∈
F使得

x = x1v1 + x2v2 + . . .+ xnvn =
n∑

j=1

xjvj .

由于T保持线性结构，因此

T (x) = x1T (v1) + x2T (v2) + . . .+ xnT (vn) =
n∑

j=1

xjT (vj).

另外，由于T (vj) ∈ W，它们可以由B̃中的向量线性表出，记为

T (vj) = a1jw1 + a2jw2 + . . .+ amjwm =
m∑
i=1

aijwi, (1 ≤ j ≤ n),

其中aij ∈ F (1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n). 最终，我们得到

T (x) =
m∑
i=1

(
n∑

j=1

aijxj

)
wi.

记T (x) =
∑m

i=1 yiwi，则yi =
∑n

j=1 aijxj (1 ≤ i ≤ m).
现在，我们将上述式子都更换为对应的矩阵形式，则有

y1

y2
...
ym

 =


∑n

j=1 a1jxj∑n
j=1 a2jxj

...∑n
j=1 amjxj

 =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

... . . . ...
am1 am2 . . . amn




x1

x2

...
xn

 .

另外，注意到

[x]B =


x1

x2

...
xn

 , [T (vj)]B̃ =


a1j

a2j
...

anj

 , [T (x)]B̃ =


y1

y2
...
ym

 .

我们得到关系式

[T (x)]B̃ =
[
[T (v1)]B̃ [T (v2)]B̃ . . . [T (vn)]B̃

]
[x]B.

定义 4.2. 设V , W均为有限维线性空间，而T : V → W为线性变换. 设B = {v1, . . . , vn}与B̃ =

{w1, . . . ,wm}分别为V与W的基. 我们定义T在基B与B̃下的矩阵为

[T ]B̃,B =
[
[T (v1)]B̃ [T (v2)]B̃ . . . [T (vn)]B̃

]
.

在这一定义下，我们将抽象空间V到W上的抽象线性映射T，完全转化为欧氏空间Fn到Fm上的矩阵

变换：

[T (x)]B̃ = [T ]B̃,B [x]B. (4.1)
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我们对记号作一些解释，在T外侧出现的[T ]表示是变换T对应的矩阵，下标[]B̃,B对应矩阵的阶[]m×n.
特别地，行标对应值域空间的基向量，而列标对应定义域空间的基向量，这与矩阵变换是一致的. 在
式(4.1)中的矩阵乘法运算里，我们将[T ]B̃,B的列标与[x]B的行标进行对应求和，最后只留下行标B̃的信息，

因而得到[T (x)]B̃.
另外，当W = V时，我们往往只在空间中取一组基B，因此可将T在基B的矩阵记为

[T ]B =
[
[T (v1)]B [T (v2)]B . . . [T (vn)]B

]
.

在不引起混淆的情况下，我们可以把线性变换T在给定基下的矩阵简记为[T ].

例 4.14. 设A ∈ Mm×n(F). 记Fn与Fm的标准基分别为S与S̃. 不难验证矩阵变换TA : Fn → Fm, x →
Ax在基S与S̃下的矩阵就是A本身，即[TA]S̃,S = A.

例 4.15. 设V,W均为有限维线性空间空间.
(1) 零变换0 : V → W在任何基下的矩阵均为零矩阵.
(2) 恒等算子I : V → V在任何基下的矩阵均为恒等矩阵.

例 4.16. (1) 设T : P1 → P2的定义为

T (p(x)) = xp(3x− 5).

求T在基B = {1, x}与B̃ = {1, x, x2}下的矩阵[T ]B̃,B.
(2) 计算T (1 + 2x) (a) 直接计算; (b) 利用矩阵[T ]B̃,B进行计算.

解. (1) 记p1(x) = 1, p2(x) = x，我们有

T (p1(x)) = xp1(3x− 5) = x 1 = x,

T (p1(x)) = xp2(3x− 5) = x(3x− 5) = −5x+ 3x2.

故

[T ]B̃,B =

[
0 0
1 −5
0 3

]
.

(2) 记h(x) = 1 + 2x. 直接计算，得

T (h(x)) = xh(3x− 5) = x
(
1 + 2(3x− 5)

)
= −9x+ 6x2.

注意到[h(x)]B =
[
1 2

]T
. 利用矩阵[T ]B̃,B进行计算得

[T (h(x))]B = [T ]B̃,B[h(x)]B =

[
0 0
1 −5
0 3

][
1

2

]
=


0

−9

6

 .
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例 4.17. 设V是F (−∞,+∞)的子空间，由函数族

B = {e2x, xe2x, x2e2x, x3e2x}.

张成. 微分算子D = d
dx
是V上的线性算子. 求算子D在基B下的矩阵.

解. 计算可得(e2x)′ = 2e2x，而对2 ≤ i ≤ 4有

(xi−1e2x)′ = (i− 1)xi−2e2x + 2xi−1e2x.

故

[D]B =

 2 1 0 0
0 2 2 0
0 0 2 3
0 0 0 2

 .

例 4.18. 设B =

[
a b

c d

]
为给定矩阵. 线性变换ad : M2(F) → M2(F)的定义由

ad(A) = BA−AB, (A ∈ M2(F))

给出. 求ad在M2(F)的标准基下的矩阵.

解. 标准基为S = {E11, E12, E21, E22}. 计算得

ad(E11) =

[
a b

c d

][
1 0

0 0

]
−

[
1 0

0 0

][
a b

c d

]
=

[
0 −b

c 0

]
= 0E11 − bE12 + cE21 + 0E22,

ad(E12) =

[
a b

c d

][
0 1

0 0

]
−

[
0 1

0 0

][
a b

c d

]
=

[
−c a− d

0 c

]
= −cE11 + (a− d)E12 + 0E21 + cE22,

ad(E11) =

[
a b

c d

][
0 0

1 0

]
−

[
0 0

1 0

][
a b

c d

]
=

[
b 0

d− a −b

]
= dE11 + 0E12 + (b− a)E21 − bE22,

ad(E11) =

[
a b

c d

][
0 0

0 1

]
−

[
0 0

0 1

][
a b

c d

]
=

[
0 b

−c 0

]
= 0E11 + bE12 − cE21 + 0E22.

故

[ad]S =

 0 −c d 0
−b a− d 0 b
c 0 b− a −c
0 c −b 0

 .

4.3 线性变换的性质

每个矩阵都有它的零空间、行空间和列空间. 既然有限维空间之间的线性变换都能写成矩阵，那么什
么是与这些空间有关的结构呢？

定义 4.3. 线性变换T : V → W的核与像分别定义为

Ker(T ) = {v ∈ V : T (v) = 0},

以及

Ran(T ) = {T (v) : v ∈ V }.
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例 4.19. 设A ∈ Mm×n(F). 则对矩阵变换TA : Fn → Fm，有

Ker(TA) = {x ∈ Fn : Ax = 0} = Null(A),

Ran(TA) = {Ax : x ∈ Fn} = Col(A).

定理 4.20. 设T : V → W为线性变换，则

(1) 核Ker(T )是V的子空间;
(2) 像Ran(T )是W的子空间.

证明. (1) 设v1, v2为Ker(T )中的任意向量，而k1, k2为任意标量. 则

T (v1) = 0, T (v2) = 0.

利用T保持线性结构，可得

T (k1v1 + k2v2) = k1T (v1) + k2T (v2) = k10 + k20 = 0.

从而k1v1 + k2v2 ∈ Ker(T ). 故Ker(T )是V的子空间.
(2) 设w1,w2为Ran(T )中任意向量，而l1, l2为任意标量. 则存在u1, u2 ∈ V，使得

T (u1) = v1, T (u2) = v2.

由于V为线性空间，因此l1u1 + l2u2 ∈ V，且

T (l1u1 + l2u2) = l1T (u1) + l2T (u2) = l1v1 + l2v2�

即l1v1 + l2v2 ∈ Ran(T ). 故Ran(T )是W的子空间.

例 4.21. 求下列线性变换的核与像，并确定它们的维数.
(i) 线性空间V上的零算子0.
(ii) 线性空间V上的恒等算子I.
(iii) 线性变换T : Mn(R) → R, A 7→ tr(A). 这里n ≥ 2.
(iv) 线性变换M : Pn → Pn+1，由M(p(x)) = xp(x)给出.
(v) 线性变换D : Pn+1 → Pn，由D(p(x)) = p′(x)给出.

解. (i) 我们有Ker(T ) = V , Ran(T ) = {0}. 此时dimKer(T ) = dimV , dimRan(T ) = 0.
(ii) 我们有Ker(T ) = {0}, Ran(T ) = V . 此时dimKer(T ) = 0, dimRan(T ) = dimV .
(iii) 根据定义有

Ker(T ) = {A = [aij ] ∈ Mn(R) : a11 + a22 + . . .+ ann = 0}.

该空间是以aij (1 ≤ i, j ≤ n)为变元，以a11 + a22 + . . . + ann = 0为方程组成的线性方程组的解空间. 由
于变元个数为n2，而系数矩阵的秩为1，因此解空间的维数为n2 − 1，即dimKer(T ) = n2 − 1. 事实上，可
取一组基为

{Eij : 1 ≤ i 6= j ≤ n} ∪ {Eii − Enn : 1 ≤ i ≤ n− 1}.

另一方面，对任意r ∈ R，取Ar = diag(r, 0, . . . , 0) ∈ Mn(R)，则有

T (Ar) = tr(Ar) = r.

故r ∈ Ran(T ). 所以Ran(T ) = R, 而dimRan(T ) = 1.
(iv)这里Pn指次数不超过n−1次的多项式全体，Pn+1指次数不超过n次的多项式全体. 不难得到Ker(T ) =

{0}，Ran(T ) = span{x, x2, . . . , xn}. 从而dimKer(T ) = 0, dimRan(T ) = n.
(v) 不难得到Ker(T ) = span{1}，Ran(T ) = Pn. 从而dimKer(T ) = 1, dimRan(T ) = n.
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从上述例子可以看出，线性变换的核空间的维数与像空间的维数相加，都等于定义域空间的维数. 这
是因为，将线性变换在给定基下写成矩阵，则核空间与像空间分别对应为列空间与零空间，而它们的维

数分别为秩与零化度.

定义 4.4. 设T : V → W为线性变换，其中V,W均为有限维线性空间. 我们将T的秩与零化度分别定义为

rank(T ) = dimRan(T ), nullity(T ) = dimKer(T ).

定理 4.22. 设V,W为有限维线性空间，而T : V → W为线性变换，则

rank(T ) + nullity(T ) = dim(V ).

证明. 在V与W中分别取基B与B̃，则T在基B与B̃下的矩阵为[T ]B̃,B，简记为[T ]. 此时[T ]的列数等于dimV .
根据矩阵的秩与零化度的关系，我们有

rank(T ) + nullity(T ) = rank([T ]) + nullity([T ]) = dimV.

现在我们来回顾一下单射、满射、双射的定义. 设映射f : V → W，若f将V中的不同元素映为不同

元素，则称f为单射；若W中的每个元素都在f的像中，则称f为满射；若f即单又满，则称f为双射.

例 4.23. 问以下线性变换是否单射？满射？双射？
(i) 线性空间V上的零算子0.
(ii) 线性空间V上的恒等算子I.
(iii) 线性变换T : Mn(R) → R, A 7→ tr(A). 这里n ≥ 2.
(iv) 线性变换M : Pn → Pn+1，由M(p(x)) = xp(x)给出.
(v) 线性变换D : Pn+1 → Pn，由D(p(x)) = p′(x)给出.
(vi) 数列空间RN上的右平移算子T1和左平移算子T2，它们的定义为

T1(x1, x2, . . . , xn, . . .) = (0, x1, . . . , xn−1, . . .),

T2(x1, x2, . . . , xn, . . .) = (x2, x3, . . . , xn+1, . . .).

证明. 前五个例子都关于有限维空间之间的线性变换. 回顾例4.21，我们可以得到下述结论.
(i) 当V = {0}时，零算子是单射、满射、双射；当V 6= {0}时，零算子非单、非满、非双.
(ii) 在任何情况下，恒等算子都是单射、满射、双射.
(iii) 不难验证，线性变换T非单、满、非双.
(iv) 不难验证，线性变换T单、非满、非双.
(v) 不难验证，线性变换T非单、满、非双.
我们再看看无限维空间之间的线性变换. 对于(vi)，线性算子T1是单、非满、非双的，而线性算子T2是

非单、满、非双的. 下面我们给出具体的证明细节.
设(x1, x2, . . .)和(x′1, x

′
2, . . .)是RN中的两个数列，满足T1(x1, x2, . . .) = T1(x

′
1, x
′
2, . . .). 则有

(0, x1, x2, . . .) = (0, x′1, x
′
2, . . .).

于是各个分量相等，即xi = x′i, (i = 1, 2, . . .)，进而(x1, x2, . . .) = (x′1, x
′
2, . . .). 因此T1是单射. 要说明T1不

是满射，只需举出反例: 比如，数列(1, 0, 0, . . .)不在T1的像中.
算子T2不是单的，我们有下述反例：

T2(1, 0, 0, . . .) = (0, 0, 0, . . .) = T2(0, 0, 0, . . .).
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特别地，我们有Ker(T2) 6= {(0, 0, . . .)}. 另外，对任意值域空间中的数列(y1, y2, . . .)，取定义空间中的数

列(0, y1, y2, . . .)，则有

T2(0, y1, y2, . . .) = (y1, y2, . . .).

因此Ran(T ) = RN，算子T2是满射.

从以上例子中，我们能初步观察出一些规律：比如，线性算子为单射当且仅当其核空间是零空间，为

满射当且仅当其像空间是值域空间. 又比如，从“小空间”映到“大空间”的线性变换是不满的，而从
“大空间”映到“小空间”的线性变换是不单的.

定理 4.24. 设V , W为有限维线性空间，维数分别为dim(V ) = n, dim(W ) = m. 设T : V → W为线性变

换.

以下三个命题等价：

(1) T为单射；

(2) Ker(T ) = {0}，或即nullity(T ) = 0；

(3) rank(T ) = n.

以下三个命题等价:
(1) T为满射；

(2) Ran(T ) = W，或即rank(T ) = m；

(3) nullity(T ) = n−m.

当m = n时，以下三个命题等价：

(1) T为单射；

(2) T为满射；

(3) T为双射.

证明. 在V与W中取定基后，将线性变换T写成给定基下的矩阵[T ]，这是一个m× n阶的矩阵. 此时，“线
性变换T为单射”等价于“对任意b ∈ Col([T ])，线性方程组[T ]x = b有唯一解”，即该方程组无自由变元.
可以证明，上述命题等价于“rank([T ]) = n”. 结合定理4.22，可得第一部分的等价性.

对于第二部分，按照定义知“线性变换T为满射”等价于Ran(T ) = W . 结合定理4.22可得所需结论.
对于第三部分，当m = n时，第一部分的(3)与第二部分的(2)是相同的，从而单射等价于满射，进而

等价于双射.

当T从“小空间”映到“大空间”时，我们有n < m，从而nullity(T ) ≥ 0 > n−m，因此T不可能是

满射. 当T从“大空间”映到“小空间”时，我们有n > m，从而rank(T ) ≤ m < n，因此T不可能是单射.
需要注意的是，上述定理第三部分的等价性仅在V,W的维数均有限时成立. 对于无穷维空间的情况，

例4.23(vi)给出了反例.
对线性变换而言，我们给双射一个新的名词.

定义 4.5. 设T : V → W为线性变换. 若T为双射，则称T为（线性）同构. 这时，我们也称线性空
间V与W是同构的.

顾名思义，“同构”的意思就是这两个空间的线性结构是完全相同的. 线性代数代数理论的一个重要
目的，就是将抽象的情形全部转化为具体的情形来进行研究.

定理 4.25. 任何一个n维的F-线性空间均同构于Fn.
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证明. 不妨设V为F上的线性空间，其维数维n. 任取其一组基B，则取坐标映射

[·]B : V → Fn, v 7→ [v]B

是一个线性同构. 因此V同构于Fn.

例 4.26. (1) 多项式空间Pn−1同构于Rn，一个自然的同构映射的构造为

a0 + a1x+ . . .+ an−1x
n−1 7→ (a0, a1, . . . , an−1).

(2) 矩阵空间M2(R)同构于R4，一个自然的同构映射的构造为[
a b

c d

]
7→ (a, b, c, d).

在第二章中，我们已经介绍了映射的复合：设U, V,W为三个集合，而映射f, g满足

U
f→ V

g→ W,

则g与f的复合映射g ◦ f : U → W的定义为

(g ◦ f)(u) = g(f(u)), (∀u ∈ U).

有时，为方便起见，我们会省去中间的符号“◦”，记T2T1 = T2 ◦T1，并把它定义为映射T2与T1的乘法. 当
一个映射T的定义域与值域相同时，就可以反复作用映射T，这时，我们记Tn = T ◦ . . . ◦ T（n个T的复合

映射）.

定理 4.27. 若T1 : U → V与T2 : V → W均为线性变换，则T2 ◦ T1 : U → W也是线性变换.

证明. 对任意u1, u2 ∈ U，以及任意标量k1, k2，利用T1, T2均为线性变换，可得

(T2 ◦ T1)(k1u1 + k2u2) = T2

(
T1((k1u1 + k2u2)

)
= T2

(
k1T1(u1) + k2T1(u2)

)
= k1T2(T1(u1)) + k2T2(T1(u2)) = k1(T2 ◦ T1)(u1) + k2(T2 ◦ T1)(u2).

因此T2 ◦ T1是线性变换.

定理 4.28. 若T1 : U → V与T2 : V → W均为线性变换. 设B,B′, B′′分别为线性空间U, V,W的基. 则

[T2 ◦ T1]B′′,B = [T2]B′′,B′ [T1]B′,B.

证明. 对任意u ∈ U，我们有

[T2]B′′,B′ [T1]B′,B[u]B = [T2]B′′,B′ [T1(u)]B′ = [T2(T1(u))]B′′ = [T2 ◦ T1]B′′,B[u]B.

当u在U中取遍时，向量[u]B取遍整个Rdim U . 因此得[T2 ◦ T1]B′′,B = [T2]B′′,B′ [T1]B′,B.

例 4.29. 我们来看看有关零变换0、恒等算子I的线性变换的复合.
设0 : V → W , 而T1 : U → V , T̃1 : W → Ũ均为线性变换. 容易验证0 ◦ T1 = 0 : U → W，以

及T̃1 ◦ 0 = 0 : V → Ũ .
设I : V → V，而T2 : U → V , T̃2 : V → Ũ均为线性变换. 容易验证T2 ◦ I = T2，以及I ◦ T1 = T1.

例 4.30. 求线性变换T2与T1的复合，其中

T1 : P2 → P3, p(x) 7→ xp(x),

T2 : P3 → P3, p(x) 7→ p(3x+ 1).

求T2 ◦ T1以及它在标准基下的矩阵.
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解. 取P2的基B = {p0(x), p2(x)}，以及P3的基B̃ = {p̃0(x), p̃1(x), p̃2(x)}，其中

p0(x) = p̃0(x) = 1, p1(x) = p̃1(x) = x, p̃2(x) = x2.

则有

T1(p0(x)) = xp0(x) = x,

T1(p1(x)) = xp1(x) = x2.

以及

T2(p̃0(x)) = p̃0(3x+ 1) = 1,

T2(p̃1(x)) = p̃1(3x+ 1) = 1 + 3x,

T2(p̃2(x)) = p̃2(3x+ 1) = (3x+ 1)2 = 1 + 6x+ 9x2.

因此，我们有

[T1]B̃,B =

[
0 0
1 0
0 1

]
, [T2]B̃,B̃ =

[
1 1 1
0 3 6
0 0 9

]
.

从而

[T2 ◦ T1]B̃,B = [T2]B̃,B̃ [T1]B̃,B =

[
1 1 1
0 3 6
0 0 9

][
0 0
1 0
0 1

]
=

[
1 1
3 6
0 9

]
.

另一方面，我们也可以直接计算线性变换的复合，得

(T2 ◦ T1)(p(x)) = T2

(
T1(p(x))

)
= T2(xp(x)) = (3x+ 1)p(3x+ 1).

特别地，

(T2 ◦ T1)(p0(x)) = (3x+ 1)p0(3x+ 1) = (3x+ 1)1 = 1 + 3x,

(T2 ◦ T1)(p1(x)) = (3x+ 1)p1(3x+ 1) = (3x+ 1)(3x+ 1) = 1 + 6x+ 9x2.

这与之前计算的T2 ◦ T在基B, B̃下的矩阵是吻合的.

例 4.31. 设U是R上某类函数构成的线性空间. 证明下述量子版本的不确定性原理：

P ◦Q−Q ◦ P = I.

其中，算子P和Q的定义为

(Pf) = f ′(x), (Qf)(x) = xf(x), (∀f ∈ U).

注：P表示动量算符；Q表示位置算符.

解. 对任意函数f ∈ U，有

(P ◦Q)(f) = P (Q(f)) = P (xf(x)) = f(x) + xf ′(x),

(Q ◦ P )(f) = Q(P (f)) = Q(f ′(x)) = xf ′(x).

因此

(P ◦Q−Q ◦ P )(f) = f(x) + xf ′(x)− xf ′(x) = f(x) = I(f).

故P ◦Q−Q ◦ P = I.
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思考题：证明对有限维线性空间上的任何线性算子P与Q，都不可能满足P ◦Q−Q ◦ P = I.
在第二章中，我们已经介绍了矩阵变换的逆. 现在，我们正式定义一个映射的可逆性.

定义 4.6. 设U , V为集合，用IU和IV分别表示U和V上的恒等映射. 对映射f : U → V，若存在映射g :

V → U，使得

g ◦ f = IU , f ◦ g = IV ,

则称映射f为可逆的，且将g称为f的逆映射，常常记为f−1.

思考题：试证明映射f : U → V为双射，当且仅当f可逆.

定理 4.32. (1) 设T : V → W为可逆线性变换，则其逆变换T−1 : W → V也是线性的.
(2) 设B与B′分别为空间V与W的基，则矩阵[T ]B′,B可逆，且

[T−1]B,B′ = [T ]−1B′,B.

证明.（略.）

定理 4.33. 设T1 : U → V与T2 : V → W均为可逆的线性变换，则T2 ◦ T1也可逆，且

(T2 ◦ T1)
−1 = T−11 ◦ T−12 .

证明.（略.）

例 4.34. 设线性算子T : R3 → R3由下式给出：

T (x1, x2, x3) = (3x1 + x2, −2x1 − 4x2 + 3x3, 5x1 + 4x2 − 2x3).

问T是否可逆？若可逆，求出T−1.

解. 在标准基S = {e1, e2, e3}下，我们有

[T ] =


3 1 0

−2 −4 3

5 4 −2

 .

可通过行列式或初等行变换判断[T ]是可逆的，从而T可逆. 计算逆矩阵得

[T−1] = [T ]−1 =


4 −2 −3

−11 6 9

−12 7 10

 .

故

T−1(x1, x2, x3) = (4x1 − 2x2 − 3x3, −11x1 + 6x2 + 9x3, −12x1 + 7x2 + 10x3).
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例 4.35. 设线性算子T : P3 → P3的定义为

T (p(x)) = p(2x+ 1).

问T是否可逆？若可逆，求出T−1.

解. 取P3的标准基B = {p0(x), p1(x), p2(x)}，其中p0(x) = 1, p1(x) = x, p2(x) = x2. 我们有

T (p0(x)) = p̃0(2x+ 1) = 1,

T (p1(x)) = p̃1(2x+ 1) = 1 + 2x,

T (p2(x)) = p̃2(2x+ 1) = (1 + 2x)2 = 1 + 4x+ 4x2.

因此，我们有

[T ]B =

[
1 1 1
0 2 4
0 0 4

]
.

计算逆矩阵可得

[T−1]B = [TB]
−1 =


1 −1/2 1/4

0 1/2 −1/2

0 0 1/4

 .

设p(x) = a+ bx+ cx2，则

[T−1(p(x))]B = [T ]B[p(x)]B =


1 −1/2 1/4

0 1/2 −1/2

0 0 1/4



a

b

c

 =


a− 1

2
b+ 1

4
c

1
2
b− 1

2
c

1
4
c

 ,

即

T−1(a+ bx+ cx2) =

(
a− 1

2
b+

1

4
c

)
+

(
1

2
b− 1

2
c

)
x+

1

4
cx2.

以上是标准的解题方法. 对本题而言，线性变换T的效果是对多项式做了变量替换y = 2x + 1，因此

可以直观地断言T−1的效果是作变量替换x = (y − 1)/2，即T−1(p(y)) = p
(
(y − 1)/2

)
. 读者们可以验证这

两种结果是相同的.

由于有限维空间上的线性变换都可以写成基下的矩阵，我们将第一章中关于矩阵的一些定理重新用

线性变换的形式展示出来.

定理 4.36. 设V和W均为有限维线性空间，且维数相同. 设T : V → W为线性变换.
(1) 若T1为单射，则T1可逆.
(2) 若T1为满射，则T1可逆.

定理 4.37. 设V和W均为有限维线性空间，且维数相同. 设T1 : V → W为与T2 : W → V均为线性变换.
(1) 若T2 ◦ T1 = IV，则T1可逆，且T−11 = T2.
(2) 若T2 ◦ T1 = IV，则T2可逆，且T−12 = T1.

需要注意的是，当V和W为无限维线性空间时，上述定理便不在成立了，一个典型的反例是例4.23中
的右平移T1和左平移T2满足T2 ◦ T1 = I，但T1与T2均不可逆.
思考题：(1) 证明若T2 ◦ T1为单射，则T1也是单射.
(2) 证明若T2 ◦ T1为满射，则T2也是满射

(3) 举一个例子，使得T2 ◦ T1为单射，但T2不单.
(4) 举一个例子，使得T2 ◦ T1为满射，但T1不满.
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4.4 相似性

我们可以将线性变换理解为某种运动，如拉伸、错切、旋转等. 而线性空间的一组基则是一位观测者
建立的坐标系. 将线性变换表示成这组基下的矩阵，就是由该观测者得到的运动的具体表达式. 当两位观
测者建立两个不同的坐标系，而观察同一种运动时，就会得到两种不同的表达式，这两种表达式之间一

定存在确切的联系. 这一节的目的就是要明确一个线性变换在两组不同基下的矩阵之间的关系.
在上一章中，我们已经提到了基的变换，它给出了同一向量在不同基下的坐标之间的转换关系. 设B =

{v1, . . . , vn}与B′ = {v′1, . . . , v′n}为空间V的两组基，则从基B‘到基B的过渡矩阵为

PB←B′ =
[
[v′1]B [v′2]B . . . [v′n]B

]
对任何向量x ∈ V，它满足关系式

[x]B = PB←B′ [x]B′ .

现在，设T是V上的一个线性算子，它在基B、B′下的矩阵分别为[T ]B、[T ]B′ . 那么[T ]B与[T ]B′之间有怎

样的关系呢？

然我们先回顾第二章中的一个例子.

例 4.38. 如图，设L是过原点的直线，与x轴正向的夹角是θ弧度. 试求R2中向直线L作正交投影的算子Pθ.

在第二章中，我们展示的一种方法是：第一步，将向量v与直线L先一起绕原点顺时针转动θ角（这时

直线与x轴重合）；第二步，向x轴作正交投影；第三步，将垂足与直线一起逆时针转动θ角，就得到了向

直线L作正交投影的垂足. 用线性映射的复合写出，有

Pθ = Rθ ◦ P0 ◦R−θ = (R−θ)
−1 ◦ P0 ◦R−θ.

它们的标准矩阵满足

[Pθ] = [Rθ][P0][R−θ].

现在我们用另一种方式理解上式：第一步，我们将原坐标系xOy整体逆时针转动θ角，得到坐标系x′Oy′，

这对应矩阵[R−θ]，事实上它是从坐标系xOy到坐标系x′Oy′的过度矩阵（原坐标下的角度等于新坐标下的

角度减去θ）；第二步，在x′Oy′坐标系里，向横轴x′轴作正交投影，这对应矩阵[P0]，事实上它是所求正交

投影在x′Oy′下的矩阵；第三步，再将新坐标系x′Oy′整体顺时针转动θ角，回到原坐标系xOy，它对应矩

阵[Rθ]，事实上它是从坐标系x′Oy′到坐标系xOy的过度矩阵. 最终我们得到了[Pθ]，它是所求正交投影在

原坐标系下的矩阵.

定理 4.39. 设V为有限维线性空间，而T : V → V是线性算子. 设B与B′是空间V的两组基. 则有

[T ]B′ = P−1B←B′ [T ]B PB←B′ .

103



线性代数I

证明. 对任意向量x ∈ V，我们有

[T ]B PB←B′ [x]B′ = [T ]B [x]B = [T (x)]B.

另一方面，

PB←B′ [T ]B′ [x]B′ = PB←B′ [T (x)]B′ = [T (x)]B.

因此两式的左端是相等的. 定理得证.

例 4.40. 设矩阵变换T : R2 → R2的标准矩阵为

[T ] =

[
1 1

−2 4

]
.

求T在另一组基B′ = {u′1, u′2}下的矩阵. 这里

u′1 = (1, 1), u′2 = (1, 2).

并给出这两个矩阵的具体转换关系.

解. 记R2的标准基为S = {e1, e2}，则

[T ]S = [T ] =

[
1 1

−2 4

]
, [u′1]S =

[
1

1

]
, [u′2]S =

[
1

2

]
.

我们有

PS←B′ =
[
[u′1]S [u′2]S

]
=

[
1 1
1 2

]
, P−1S←B′ =

[
2 −1
−1 2

]
.

从而

[T ]B′ = P−1S←B′ [T ]SPS←B′ =

[
2 −1
−1 2

] [
1 1
−2 4

] [
1 1
1 2

]
=

[
2 0
0 4

]
.

现在我们将上述定理和例子中的矩阵关系进一步抽象出来，作成定义.

定义 4.7. 设A,B ∈ Mn(F). 我们成A与B相似，是指存在可逆矩阵P ∈ Mn(F)，使得

P−1AP = B.

这里定义的“相似”是一种“等价关系”，即满足下列三个性质.
(i) 自反性：方阵A与自身是相似的. 事实上，我们有I−1AI = A.
(ii) 对称性：若A与B相似，则B与A也相似. 事实上，假设存在可逆矩阵P使得P−1AP = B，则亦

有(P−1)−1BP−1 = A.
(iii) 传递性：若A与B相似，且B与C相似，则A与C也相似. 事实上，假设存在可逆矩阵P、Q，使

得P−1AP = B、Q−1BQ = C，则有(PQ)−1A(PQ) = C，这里的PQ也是可逆的.
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例 4.41. 验证矩阵A与D相似，其中

A =

[
1 1

−2 4

]
, D =

[
2 0

0 3

]
.

解.（略.）此题起承上启下的作用，读者可以忽略，因为它跟后续的对角化是类似的.

需注意的是，用到的过度矩阵P的取法并不是唯一的. 另外，对于对角矩阵D = diag(µ1, µ2, . . . , µn)而

言，我们总有Dej = µjej (1 ≤ j ≤ n).
相似的两个方阵可以看成同一个线性算子在不同基下的矩阵，因此它们应当有很多相同的特征信息，

这些信息往往被称为“相似不变量”，它们都是矩阵背后的线性算子本身的内蕴信息.

定理 4.42. 设矩阵A,B ∈ Mn是相似的. 则
(1) tr(A) = tr(B);
(2) det(A) = det(B);
(3) rank(A) = rank(B);
(4) nullity(A) = nullity(B).

证明. 由于A与B相似，设P为可逆矩阵，满足P−1AP = B.
(1) tr(B) = tr

(
P−1(AP )

)
= tr

(
(AP )P−1

)
= tr(A).

(2) det(B) = det(P−1AP ) =
(
det(P )

)−1det(A)det(P ) = det(A).
(3) 由于左、右乘可逆矩阵不改变矩阵的秩，因此rank(B) = rank(P−1AP ) = rank(A).
(4) nullity(A) = n− rank(A) = n− rank(B) = nullity(B).

4.5 特征值与特征向量

一个线性变换的结构可能是很复杂的. 在数学思想的层面，我们总是先考虑较简单的情形，再将简单
的结构组合起来，去探究更复杂的情况；或是将复杂的情形化简成较简单的情形，经过层层转化，最终达

到目标.
如果一个线性变换将某一维子空间映到这个子空间本身，那么它在这一维上的变换效果将是拉伸、收

缩、镜像反射、正交投影到零向量等（见下图），这种情况是我们比较容易理解和处理的.

定义 4.8. 设V是数域F上的向量空间，而T : V → V为线性算子. 若纯量λ ∈ F以及非零向量x ∈ V满足

T (x) = λx,

则称λ为线性算子T的特征值，称x为T关于特征值λ的特征向量.

当空间是有限维时，算子T可写成基下的矩阵[T ]，下面我们重新写一下矩阵特征值与特征向量的定

义.

定义 4.9. 设A ∈ Mn(F), 若纯量λ ∈ F以及非零向量x ∈ Fn满足

Ax = λx,

则称λ为矩阵A的特征值，称x为A关于特征值λ的特征向量.
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这里需要强调一下，特征向量都是非零的，只有非零向量才能张成它所在的一维子空间. 在前一节
中，我们知道相似的矩阵可以看成同一个线性变换在不同基下的两种不同具体表现，因此它们在某一维

子空间上的变换效果也应该有对应关系.

定理 4.43. 相似矩阵具有相同的特征值.

证明. 设A,B为Mn(F)中的相似矩阵，则存在可逆矩阵P ∈ Mn(F)使得P−1AP = B. 假设Bx = λx，其
中λ ∈ F，而x为Fn中的非零向量. 则有P−1APx = λx，进而APx = λPx. 记y = Px，则Ay = λy. 因P可

逆，而x 6= 0，可得y 6= 0. 所以λ也是A的特征向量.

从上述证明中可以看出，对于A,B的公共特征值λ的特征向量可能不同，事实上，特征向量之间也差

一个过渡矩阵的转换，即y = Px.

例 4.44. 通过几何上的变换效果来观察下述线性算子的特征值与特征向量.
(1) 算子T为R2上关于直线y = x的镜面反射，即T (x, y) = (y, x).
(2) 算子T为R2上的膨胀或收缩，即T (x, y) = (kx, ky).
(3) 算子T为R2上关于y轴的正交投影，即T (x, y) = (0, y).
(4) 算子T为R2上关于x方向的错切，即T (x, y) = (x+ ky, y).
(5) 算子Rθ为R2上关于原点进行的逆时针θ角的旋转.

解.（略.）

例 4.45. 设D : C∞(−∞,+∞) → C∞(−∞,+∞)为微分算子，即D = d
dx
. 对任意λ ∈ R, 函数eλx是D的

特征向量，即

D(eλx) = λeλx.

例 4.46. 设∆ : C∞(−π, π) → C∞(−π, π)为二阶微分算子∆ = − d2

dx2 . 则对任意k ∈ Z,函数sin kx与cos kx为∆关

于特征值k2的特征向量, 即

T (sin kx) = k2 sin kx, T (cos kx) = k2 cos kx.

在物理中，简谐波是拉普拉斯算子的特征向量.

接下来，我们来探索一下求一个具体矩阵的特征值和特征向量的方法. 注意到表达式Ax = λx可写
为(λI −A)x = 0，这是一个齐次线性方程组.

定理 4.47. 设A ∈ Mn(F). 则λ ∈ F是A的特征值，当且仅当

det(λIn −A) = 0.

证明. 纯量λ为矩阵A的特征值，当且仅当存在x 6= 0使得Ax = λx，当且仅当线性方程组(λIn−A)x = 0有
非零解，当且仅当(λIn −A)x = 0有无穷多解，当且仅当det(λIn −A) = 0.

当A = [aij ] ∈ Mn(F)时，若将det(λI − A)具体展开，会得到一个关于λ的n次多项式，其最高项系数

为1，而其它项系数为aij的函数，因此系数来自于F.

106



线性代数I

定义 4.10. 设A ∈ Mn. 我们称det(λI −A) = 0为A的特征方程，称

fA(λ) = det(λIn −A)

为A的特征多项式.

根据代数学基本定理，任何一个n次复多项式有n个（复）根（带重数），或即任何一个n次复多项式

可以写成n个一次因子的乘积. 另外，任何一个n次实多项式可以写成一次或二次因子的乘积，其中二次

因子的判别式小于0，因此该多项式的（实）根数量不超过n个. 因此复矩阵必有特征值与特征向量，而实
矩阵可能没有特征值与特征向量.
思考题：设A ∈ Mn(R), 证明A与AT具有相同特征值.
思考题：证明相似矩阵具有相同的特征多项式.

例 4.48. 令

A =

[
1 −1

1 1

]
.

(1) 设A ∈ M2(R)（即作为实矩阵）, 求A的特征值.
(2) 设A ∈ M2(C)（即作为复矩阵）, 求A的特征值.

解. 令

0 = det(λI −A) =

∣∣∣∣∣λ− 1 1

−1 λ− 1

∣∣∣∣∣ = (λ− 1)2 + 1 = λ2 − 2λ+ 2.

(1) 当F = R时，关于λ的二次方程判别式为小于0，方程无解，因此不存在特征值.
(2) 当F = C时，解方程得两个特征值λ± = 2±

√
−4

2
= 1± i.

例 4.49. 求3阶实方阵

A =


0 1 0

0 0 1

4 −17 8


的所有特征值.

解.（略.）

例 4.50. 求矩阵

A =


a11 a12 a13 a14

0 a22 a23 a24

0 0 a33 a34

0 0 0 a44


的所有特征值.

解.（略.）

定理 4.51. 设A为三角矩阵，则其特征值恰为所有对角元素（带重数）.

对于R2上的膨胀或收缩，我们已经看到，同一个特征值可以有多个线性无关的特征向量. 下面，我们
把关于同一个特征值的特征向量全部放到一起进行刻画.

定义 4.11. 设A ∈ Mn(F)，而λ为A的一个特征值. 称

Eλ(A) := {x ∈ Fn : Ax = λx} = Null(λIn −A)

为矩阵A关于特征值λ的特征子空间.
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由于Eλ(A)是矩阵λIn − A的零空间，因此它是Fn的一个子空间. 这个定义的主要意义在于，将矩
阵A看作线性变换TA，它在子空间Eλ(A)上的变换效果为数乘λ，即相应的膨胀、收缩、镜像反射、正交

投影到零向量等.
思考题：设矩阵A与B相似，而λ为它们公共的特征值. 试证明dim(Eλ(A)) = dim(Eλ(B)).

例 4.52. 求矩阵A的所有特征子空间的各一组基，其中

A =


0 0 −2

1 2 1

1 0 3

 ∈ M3(R).

解. 首先求特征值，令

0 = det(λI −A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
λ 0 2

−1 λ− 2 −1

−1 0 λ− 3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = λ(λ− 2)(λ− 3) + 2(λ− 2) = (λ− 1)(λ− 2)2.

得两个不同特征值1与2.
对于特征值1，令

0 = (I −A)v =


1 0 2

−1 −1 −1

−1 0 −2

 ,

得解空间的一组基v1 =
[
−2 1 1

]T
.

对于特征值2，令

0 = (2I −A)v =


2 0 2

−1 0 −1

−1 0 −1

 ,

得解空间的一组基v2 =
[
0 1 0

]T
, v3 =

[
−1 0 1

]T
.

最终，我们有

E1(A) = span



−2

1

1


 , E2(A) = span



0

1

0

 ,


−1

0

1


 .

例 4.53. 通过几何上的变换效果来观察下述线性算子的特征值与特征向量.
(1) 算子T为R2上关于直线y = x的镜面反射，即T (x, y) = (y, x).
(2) 算子T为R2上的膨胀或收缩，即T (x, y) = (kx, ky).
(3) 算子T为R2上关于y轴的正交投影，即T (x, y) = (0, y).
(4) 算子T为R2上关于x方向的错切，即T (x, y) = (x+ ky, y).
(5) 算子Rθ为R2上关于原点进行的逆时针θ角的旋转.

解.（略.）
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接下来，我们来探究一下特征值与矩阵可逆性以及矩阵代数运算之间的一些关系.

定理 4.54. 设A ∈ Mn(F). 则以下命题等价：
(a) 矩阵A可逆.
(t) 纯量0不是A的特征值.

证明. 我们已经知道A可逆等价于det(A) 6= 0. 注意到

det(0I −A) = det(−A) = (−1)ndet(A).

因此A可逆等价于0不是A的特征值.

从上述证明中，我们可以得到

det(A) = (−1)ndet(0I −A) = (−1)nfA(0).

设fA(λ) = λn + cn−1λ
n−1 + . . .+ c1λ+ c0，则fA(0) = c0. 所以矩阵A的行列式等于其特征多项式的常数

项乘以(−1)n.

例 4.55. 设

A =

[
1 1 + i

2 i

]
∈ M2(C).

求A−1的所有特征值，已经它们对应的各一个特征向量.

解. 令

0 = det(λI −A) =

∣∣∣∣∣λ− 1 −1− i

−2 λ− i

∣∣∣∣∣ = λ2 − (1 + i)λ− 2− i = (λ+ 1)(λ− 2− i).

得特征值λ1 = −1, λ2 = 2 + i. 解方程组0 = (λiI −A)vi (i = 1, 2)，分别得特征向量

v1 =
[
− 1+i

2
1
]
, v2 =

[
1 1

]
.

例 4.56. 设A ∈ Mn(F)，而q(x)为系数来自于F的多项式. 则有{
q(A) 的特征值

}
⊇
{
q(λ) : λ 为A 的特征值

}
.

更具体地，若Ax = λx，则有q(A)x = q(λ)x.

证明. 先考虑Ak的情形. 对k ≥ 1进行归纳法，我们有A0x = Ix = 1x，以及

Akx = Ak−1(Ax) = Ak−1(λx) = λ(Ak−1x) = λ(λk−1x) = λkx.

再利用矩阵加法与数乘的分配律，不难得到q(A)x = q(λ)x.

值得一提的是，当F = C时，上述定理中的 “⊇”更更换为“=”（其证明是超纲的）.
我们已经熟悉了矩阵A与其转置AT之间的关系. 对于复矩阵A来说，更加契合的对应结构为共轭转

置，我们在这里展示一下关于共轭转置的初步性质.

定义 4.12. 设A ∈ Mm×n(C), 则A的伴随（或称共轭转置）A∗定义为AT，即满足下列条件的矩阵：

(i) A∗ ∈ Mn×m(C);
(ii) (A∗)ij = (A)ji, (1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n).
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命题 4.1. 设A,B ∈ Mm×n(C), C ∈ Mn×k(C)，而c ∈ C. 则
(i) (A+B)∗ = A∗ +B∗.
(ii) (cA)∗ = cA∗.
(iii) (A∗)∗ = A.
(iv) (AC)∗ = C∗A∗.

定理 4.57. 设A ∈ Mn(C). 若λ是A的一个特征值，则λ是A∗的一个特征值.

证明. 由于λ是A的特征值，因此det(λI −A) = 0. 注意到(λI −A)∗ = λI −A∗，于是

det(λI −A∗) = det
(
(λI −A)∗

)
= det

(
(λI −A)T

)
= det

(
(λI −A)T

)
= det(λI −A) = 0.

所以λ是A∗的特征值.

例 4.58. 设

A =

[
1 1 + i

2 i

]
∈ M2(C).

求下述矩阵的所有特征值与对应的各一个特征向量.
(i) A5; (ii) A2 +A− 3I2.
(iii) 求 A∗ 的特征值.

解. 在之前得例子中，我们已经得到矩阵A的特征值λ1 = −1, λ2 = 2 + i，以及相应的特征向量

v1 =
[
− 1+i

2
1
]
, v2 =

[
1 1

]
.

(1) 矩阵A5的特征值分别为λ′i = λ5
i (i = 1, 2)，分别有特征向量v1, v2.

(2) 矩阵A2 +A− 3I2的特征值分别为λ′′i = λ2
i + λi − 3 (i = 1, 2)，分别有特征向量v1, v2.

(3) 矩阵A∗的特征值分别为λ′′′i = λi (i = 1, 2).
这些特征值的具体数值，留给读者们完成计算.

4.6 矩阵的对角化

一个n维空间上的线性算子T可能很复杂，当T有特征值和特征向量时，在特征向量所在的这一维上，

算子T的变换效果是直观的，于是我们进一步考虑剩下的n − 1维即可. 最简单的情形，是全空间有一组
基，均由T的特征向量构成，这时T在每一维上的变换效果都是直观的，而在每个向量上的映射效果可由

线性组合得到.
以下例子是最简单的一种情形：

例 4.59. 对角矩阵 
λ1

λ2

. . .
λn


的特征值为λ1, λ2, . . . , λn. 且Rn的标准基e1, e2, . . . , en恰为这些特征值对应的特征向量.

我们将上述例子略微作一些推广，形成以下定义.

定义 4.13. 方阵A ∈ Mn（或n维线性空间V上的线性算子T）称为可对角化的，是指它有n个线性无关的

特征向量.
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例 4.60. 下述线性算子是否可对角化？若是，通过合适的特征向量来分析算子的变换效果.
(1) 算子T为R2上关于直线y = x的镜面反射，即T (x, y) = (y, x).
(2) 算子T为R2上的膨胀或收缩，即T (x, y) = (kx, ky).
(3) 算子T为R2上关于y轴的正交投影，即T (x, y) = (0, y).
(4) 算子T为R2上关于x方向的错切，即T (x, y) = (x+ ky, y).
(5) 算子Rθ为R2上关于原点进行的逆时针θ角的旋转.

解.（略.）

例 4.61. 设V是[−π, π]上任意阶可导的且满足f(−π) = f(π) = 0的函数f所构成的线性空间. 函数的傅里
叶级数为

f(x) =
∞∑

n=1

(an sinnx+ bn cosnx),

其中an, bn为傅里叶系数. 事实上，函数sinnx与cosnx均为二阶微分算子∆ = − d2

dx2的特征向量，它们也

构成空间V的一组基.（这是无穷维空间，我们不具体介绍无穷维空间上基的定义，这是超纲的内容）

矩阵可对角化还有更多的描述方式.

定理 4.62. 设A ∈ Mn(F). 以下命题等价：
(i) 矩阵A有n个线性无关的特征向量.
(ii) 存在可逆矩阵P ∈ Mn(F)与对角矩阵D ∈ Mn(F)，使得P−1AP = D..

证明. 我们先证明“(i)=⇒(ii)”. 设Avi = λivi (1 ≤ i ≤ n)，其中v1, v2, . . . , vn是A的n个线性无关的特征

向量，分别对应特征值λ1, λ2, . . . , λn. 这时B = {v1, v2, . . . , vn}构成Fn的一组基. 设TA为乘A的矩阵变换，

即TA : Fn → Fn, x 7→ Ax. 根据线性映射在基下的矩阵的定义，可以得到

[TA]B =
[
[Av1]B [Av2]B . . . [Avn]B

]
=


λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
...

... . . . ...
0 0 . . . λn

 .

另一方面，设S = {e1, e2, . . . , en}为Fn的标准基. 易知对于，有[T ]S = A. 故

[TA]B = P−1S←B[TA]SPS←B = P−1S←BAPS←B.

这里PS←B可逆，而[TA]B为对角矩阵.
我们再来证明“(ii)=⇒(i)”. 设D = diag(λ1, λ2, . . . , λn)，则有Dei = λiei (1 ≤ i ≤ n). 这时，取vi = Pei

(1 ≤ i ≤ n)，则有

Avi = (PP−1)A(Pei) = P (P−1AP �ei = PDei = λiPei = λivi.

由P可逆及e1, e2, . . . , en线性无关，知v1, v2, . . . , vn仍线性无关. 因此A有n个线性无关的特征向量.
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从上述证明过程中，我们也得到了将A对角化的具体方法：计算A的特征值λi与对应的n个线性无关的

特征向量vi，令P为v1, v2, . . . , vn作为列向量所构成的分块矩阵，令D = diag(λ1, λ2, . . . , λn)，则得到P−1AP =

D.

例 4.63. 在M3(R)中，试对角化A，并写出对应的过渡矩阵与对角阵. 这里

A =


0 0 −2

1 2 1

1 0 3

 .

解. 在之前的例题中，我们已经得到A的两个不同特征值1和2，以及特征子空间的基：

E1(A) = span



−2

1

1


 , E2(A) = span



0

1

0

 ,


−1

0

1


 .

令

P =

[−2 0 −1
1 1 0
1 0 1

]
, D =

[
1

2
2

]
,

则有P−1AP = D.

接下来，我们再进一步分析一下矩阵可对角化的一些充分或必要条件.

定理 4.64. 设λ1, λ2, . . . , λk为A的不同特征值, 而Eλi
(A) (1 ≤ i ≤ k)具有基

vi,1, vi,1, . . . , vi,mk
.

则向量组

v1,1, . . . , v1,m1
, v2,1, . . . , v2,m2

, , . . . , vk,1, . . . , vk,mk

是线性无关的.

证明. 令

c1,1v1,1 + . . .+ c1,m1
v1,m1

+ c2,1v2,1 + . . .+ c2,m2
v2,m2

+ . . .+ ck,1vk,1 + ck,mk
vk,mk

= 0.

我们需要证明上式左端的线性组合的系数只能全为零.
方便起见，我们记ui = ci,1vi,1 + . . .+ ci,mi

vi,mi
(1 ≤ i ≤ k). 则有

u1 + u2 + . . .+ uk = 0, (4.2)

以及

Aui = ci,1Avi,1 + . . .+ ci,mi
Avi,mi

= ci,1λivi,1 + . . .+ ci,mi
λivi,mi

= λiui.

从而对1 ≤ j ≤ k − 1，有

λj
1u1 + λj

2u2 + . . .+ λj
kuk = Aj(u1 + u2 + . . .+ uk) = Aj0 = 0. (4.3)

即

1 · u1 + 1 · u2 + . . .+ 1 · uk = 0,

λ1 · u1 + λ2 · u2 + . . .+ λk · uk = 0,

. . . . . .

λk−1
1 · u1 + λk−1

2 · u2 + . . .+ λk−1
k · uk = 0.
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当我们将以上方程组中的ui和0都替换为它们的第r个分量时，就得到了齐次线性方程组. 注意到系数矩阵
对应的行列式为范德蒙行列式，当λ1, λ2, . . . , λk不同时，该行列式值为

∏
1≤i<j≤n(λj − λi) 6= 0. 因此，我

们推断ui (1 ≤ i ≤ k)的第r个分量均为零. 这一结论对每个分量都是成立的，故有ui = 0 (1 ≤ i ≤ k).
这时，由ci,1vi,1 + . . .+ ci,mi

vi,mi
= 0以及vi,1, . . . , vi,mi

线性无关知所有系数均为零. 证毕.

由上述定理可知，在求解矩阵对角化的过程中，仅需找出各不同特征子空间的基，它们的并集仍然

是线性无关的.

推论 4.65. 设A ∈ Mn(F)，且A的所有不同特征值为λ1, λ2, . . . , λk. 则A可对角化当且仅当

dimEλ1
(A) + dimEλ2

(A) + . . .+ dimEλk
(A) = n.

推论 4.66. 设A ∈ Mn(F). 若A有n个不同特征值，则A可对角化.

例 4.67. 试说明矩阵B ∈ M3(R)不可对角化. 这里

B =


1 0 0

1 2 0

0 1 2

 .

解. 矩阵B是下三角矩阵，特征值均来自于对角元，因此有两个不同特征值1和2. 我们有

I −A =


0

−1 1

0 −1 1

 , 2I −A =


−1

−1 0

0 −1 0

 .

可知rank(I −A) = 2, rank(2I −A) = 2，进而nullity(I −A) = 3− 2 = 1, nullity(2I −A) = 3− 2 = 1. 于是

dimE1(A) + dimE2(A) = nullity(I −A) + nullity(2I −A) = 1 + 1 = 2 < 3.

故矩阵B不可对角化.

对角矩阵的数乘、加法和乘法可以直接在对角的位置分别进行，是非常方便的. 对于可对角化的矩阵
来说，有关它们的运算也可在对角化之后再进行. 假设矩阵A可对角化，则存在可逆矩阵P，使得P−1AP =

D，从而A = PDP−1. 此时，我们有

A2 = (PDP−1)2 = PDP−1PDP−1 = PD2P−1.

利用归纳法，可以进一步证明对任意k ∈ N ∪ {0}，均有Ak = PDkP−1. 从而，对任意多项式q(x)，

q(A) = Pq(D)P−1.

例 4.68. 计算A5, 其中

A =


0 0 −2

1 2 1

1 0 3


解. 在之前的例子中，我们已经得到了A的对角化P−1AP = D. 因此A5 = (PDP−1)5 = P−1D5P . 我们
把具体的计算留给读者.

例 4.69. 斐波那契额数列有下述递推关系式给出：

a0 = 0, a1 = 1, an = an−1 + an−2 (n ≥ 2).

利用2× 2矩阵求其通项公式.
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解. 递推关系式可写成如下矩阵形式： [
an+1

an

]
=

[
1 1

1 0

][
an

an−1

]
.

因此 [
an+1

an

]
=

[
1 1

1 0

]n [
a1

a0

]
.

记A =

[
1 1

1 0

]
，以及An =

[
a b

c d

]
，则有

an = ca1 + da0 = c · 1 + d · 0 = c.

现在我们利用对角化的方法计算An的表达式. 令

0 = det(λI −A) =

∣∣∣∣∣λ− 1 −1

−1 λ

∣∣∣∣∣ = λ2 − λ− 1.

因此A有两个特征值λ± = 1±
√
5

2
. 令

0 = (λ±I −A)v =

[
−1±

√
5

2
−1

−1 1±
√
5

2

][
x

y

]
.

解方程组可得关于λ±的特征向量

v± =

[
1

−1±
√
5

2

]
.

令

P =
[

v+ v−
]
=

[
1 1

−1+
√
5

2
−1−

√
5

2

]
, D =

[
1+
√
5

2
0

0 1−
√
5

2

]
,

则P−1AP = D. 因此A = PDP−1，进而

An = PDnP−1 =

[
1 1

−1+
√
5

2
−1−

√
5

2

]( 1+
√
5

2

)n
0

0
(

1−
√
5

2

)n
[ 1 1

−1+
√
5

2
−1−

√
5

2

]−1

=


(

1+
√
5

2

)n (
1−
√
5

2

)n(
1+
√
5

2

)n−1 (
1−
√
5

2

)n−1
 ( 1

−
√
5

[
−1−

√
5

2
−1

−−1+
√
5

2
1

])
.

于是，矩阵An的左下角元素为

an = c =
1

−
√
5

(1 +
√
5

2

)n−1
−1−

√
5

2
+

(
1−

√
5

2

)n−1(
−−1 +

√
5

2

)
=

1√
5

(1 +
√
5

2

)n+1

−

(
1−

√
5

2

)n+1
 .
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第5章 内积空间

5.1 内积

任何一个数域F上的n维线性空间均同构于Fn. 然而，欧氏空间Rn中的向量有模长、距离、角度、正

交性等. 在抽象的向量空间上，我们是否有相关的概念呢？在这一节中，我们将引进“内积”的概念，它
使得我们能够讨论多项式、函数、矩阵等的模长、距离、角度、正交性等.

定义 5.1. 设V为数域F上的线性空间. 我们称〈·, ·〉 : V × V → F为空间V上的内积，是指它满足以下三条

性质：

(i) 【（共轭）对称性】对任意u, v ∈ V，有〈u, v〉 = 〈v, u〉
(ii) 【（共轭）双线性性】对任意u, v,w ∈ V及任意k, l ∈ F，有〈ku + ℓv,w〉 = k〈u,w〉+ ℓ〈v,w〉.
(iii) 【正定性】对任意v ∈ V，有〈v, v〉 ≥ 0，且等号成立当且仅当v = 0.

这时，我们称
(
V, 〈·, ·〉

)
为内积空间.

在上述定义中，如果F = R，那么我们可以忽略共轭的部分，此时我们称V为实内积空间. 当F = C时，
我们称V为酉空间（或复内积空间）. 根据定义，我们总有〈0, v〉 = 〈u, 0〉 = 0. 另外，利用定义中的 (i)
和(ii)，可以推出内积对于第二个位置也具有（共轭）线性性：（证明留给读者）

〈w, ku + lv〉 = k〈w, u〉+ l〈w, v〉.

特别需要强调的是，当F = C时，从第二个位置提取出来的纯量需要加上共轭.

例 5.1. 设F = R，V = Rn. 对u = (u1, . . . , un)与v = (v1, . . . , vn)，定义

〈u, v〉 = u1v1 + . . .+ unvn.

则(V, 〈·, ·〉)构成实内积空间，我们称其为欧氏空间，而该内积称为欧式内积.

例 5.2. 设F = C，V = Cn. 对z = (z1, . . . , zn)与v = (w1, . . . , wn)，定义

〈z,w〉 = z1w1 + . . .+ znwn.

则(V, 〈·, ·〉)构成酉空间. 在教材上，将该内积空间称为复欧式空间.

在Rn上，除了欧式内积外，还可以构造其它形式的内积.

例 5.3. 设u = (u1, u2), v = (v1, v2). 试证R2上由〈u, v〉 = u1v1+u1v2+u2v1+2u2v2给出的二元运算〈·, ·〉构
成实内积.

证明.（略.）

例 5.4. 设矩阵A ∈ Mn(R)可逆. 设〈·, ·〉是Rn上的一个内积. 定义〈·, ·〉A为（将u, v ∈ Rn看成列矩阵）

〈u, v〉A = 〈Au, Av〉, (u, v ∈ Rn).

证明〈·, ·〉A也是Rn上的内积.
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证明. 先证明对称性，对于任意u, v ∈ Rn，有

〈u, v〉A = 〈Au, Av〉 = 〈Av, Au〉 = 〈v, u〉A.

上式中间的的等号用到了内积〈·, ·〉的对称性.
再证共轭双线性性，对于u1, u2, v ∈ Rn以及k1, k2 ∈ R，有

〈k1u1 + k2u2, v〉A = 〈A(k1u1 + k2u2), Av〉 = 〈k1Au1 + k2Au2, Av〉

= k1〈Au1, Av〉+ k2〈Au2, Av〉 = k1〈u1, v〉+ k2〈u2, v〉.

上式中的一步用到了内积〈·, ·〉的共轭双线性性.
最后我们证明正定性，对于v ∈ Rn，我们有

〈v, v〉A = 〈Av, Av〉 ≥ 0.

这里我们用到了内积〈·, ·〉的正定性，并且可以进一步得到：等号成立当且仅当Av = 0. 由于A可逆，这也

等价于v = 0. 证毕.

定义 5.2. 设
(
V, 〈·, ·〉

)
是内积空间，则向量v ∈ V的模长（或范数）定义为

‖v‖ =
√
〈v, v〉.

模长为1的向量被称为单位向量. 另外，向量u, v ∈ V的距离定义为

d(u, v) = ‖u− v‖.

上述定义很大程度下依赖于内积的正定性，因为向量的模长都应该是非负的，并且仅有零向量的模

长为零才是合理的.

例 5.5. 在R2中，取u = (1, 0)，v = (0, 1). 在下列内积下，分别计算‖u‖, ‖v‖以及d(u, v)：
(a) 〈u, v〉 = u1v1 + u2v2;
(b) 〈u, v〉 = u1v1 + u1v2 + u2v1 + 2u2v2.

解.（略.）

定理 5.6. 设u, v为内积空间中的向量，设k为纯量，则有

� ‖v‖ ≥ 0，且等号成立当且仅当v = 0.

� ‖kv‖ = |k| · ‖v‖.

� d(u, v) = d(v, u).

� d(u, v) ≥ 0，且等号成立当且仅当v = u.

以上定理中的四条分别为范数的正定性、齐次性，以及距离的对称性、正定性，它们的推导留给读者

进行. 下面我们列出更多关于模长的性质，它们与欧氏空间中的情形类似，因此留给读者自行证明.

定理 5.7 (平行四边形公式). 设u, v为实内积中的向量，则有

‖u + v‖2 + ‖u − v‖2 = 2
(
‖u‖2 + ‖v‖2

)
定理 5.8 (极化恒等式). 设u, v为内积中的向量. 当F = R时，我们有

〈u, v〉 = 1

4

1∑
k=0

∥∥u + (−1)kv
∥∥2 = 1

4

(
‖u + v‖2 − ‖u − v‖2

)
.
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当F = C时，则有

〈u, v〉 = 1

4

3∑
k=0

‖u + ikv‖2

=
1

4

(
‖u + v‖2 + i‖u + iv‖2 − ‖u − v‖2 − i‖u − iv‖2

)
接下来，让我们来看看大量非欧氏空间的例子.

例 5.9. 证明以下二元运算〈·, ·〉是实线性空间V上的内积，并计算相应向量的内积、模长或距离.
(1) 设F = R, V = C[−π, π]，定义〈f, g〉 = 1

π

∫ π

−π f(t)g(t)dt. 取f(t) = t，g(t) = t2，计算‖f‖,
‖g‖和〈f, g〉.

(2) 设F = R, V = Mn(R)，定义〈A,B〉 = tr(BTA). 取A =

[
1 2

3 4

]
, B =

[
−1 0

3 2

]
，计算〈A,B〉,

‖A‖与d(A,B).
(3) 设F = R, V = Pn, 定义

〈∑n

k=0
akx

k,
∑n

k=0
bkx

k
〉
=
∑n

k=0
akbk.

(4) 设F = R, V = Pn, 给定不同的数x0, x1, . . . , xn ∈ R，定义〈p, q〉 =
n∑

j=0

p(xj)q(xj). 取n = 2,

x0 = −2, x1 = 0, x2 = 2，以及p(x) = x2, q(x) = 1 + x，计算〈p, q〉和‖p‖.

证明. 这里，我们仅验证(1)、(2)、(4)的正定性. 其余部分留给读者进行.
(1) 对f ∈ V , 利用积分的保号性，得

〈f, f〉 = 1

π

∫ π

−π
f2(t)dt ≥ 0.

且〈f, f〉 = 0当且仅当
∫ π

−π f
2(t)dt = 0. 由于f2(t)为连续非负函数，因此还等价于f2(t) = 0，或即f(t) = 0.

正定性得证.
(2) 设A ∈ Mn(R)，则

〈A,A〉 = tr(ATA) =
n∑

i=1

n∑
j=1

(A)2ij ≥ 0.

且〈A,A〉 = 0当且仅当(A)ij = 0 1 ≤ i, j ≤ n，当且仅当A = 0. 正定性得证.
(4) 设p(x) ∈ V，则

〈p, p〉 =
n∑

j=0

p2(xj) ≥ 0.

这时，〈p, p〉 = 0等价于p(xj) = 0 (j = 1, 2, . . . , n). 由于x1, x2, . . . , xn是不同的数，而次数不超过n− 1次

的多项式之多有n− 1个根，因此也等价于p(x)为零多项式. 正定性得证.

上述例子有对应的复内积版本：

(1’) 设F = C, V = CC[−π, π]（连续的复值函数全体），定义〈f, g〉 = 1
π

∫ π

−π f(t)g(t)dt，则(V, 〈·, ·〉)构
成一个酉空间.

(2’) 设F = C, V = Mn(C), 定义〈A,B〉 = tr(B∗A)，则(V, 〈·, ·〉)构成一个酉空间.
(3’) 设F = C, V = Pn,C (复系数的多项式),定义

〈∑n

k=0
akx

k,
∑n

k=0
bkx

k
〉
=
∑n

k=0
akbk.

例 5.10. 取F = R，令
V =

{
(x1, x2, . . . , xn, . . .) :

∑∞

i=1
x2
i < ∞

}
.

定义

〈(xi), (yi)〉 =
∑∞

i=1
xiyi.

则〈·, ·〉是V上的内积.
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在Cn上，标准的复内积有如下矩阵形式.

定义 5.3. 设u, v ∈ Mn×1(C)为列矩阵，则u与v的内积由下式给出：

u · v = v∗ u.

例 5.11. 设A ∈ Mm×n(C), u ∈ Mn×1(C)，而v ∈ Mm×1(C). 则

(Au) · v = u · (A∗v).

证明. 需要注意的是，上式左端的内积是n维空间上的，而右端的内积是m维空间上的，并不是同一个内

积. 我们有
(Au) · v = v∗(Au) = (A∗v)∗u = u · (A∗v).

定义 5.4. 矩阵A ∈ Mn(C)被称为自伴的（或厄密特的），是指A∗ = A.

例 5.12. 证明厄密特矩阵的特征值均为实数.

证明. 设A ∈ Mn(C)为厄密特矩阵，设λ为A的一个特征值，而x ∈ Cn为其一个对应的特征向量. 则

(Ax) · x = (λx) · x = λ(x · x) = λ‖x‖2.

另一方面，由前面的例子、厄米特矩阵A∗ = A以及内积的共轭双线性性，可得

(Ax) · x = x · (A∗x) = x · (Ax) = x · (λx) = λ(x · x) = λ‖x‖2.

因x 6= 0，有‖x‖2 6= 0，从而λ = λ. 故λ为实数，得证.

5.2 角度与正交性

在这一节中，我们总假设
(
V, 〈·, ·〉

)
是一个内积空间.

定理 5.13. 对任意u, v ∈ V，我们有

|〈u, v〉| ≤ ‖u‖ ‖v‖.

证明. 当v = 0时，结论成立. 下面我们设v 6= 0. 注意到

0 ≤
∥∥‖v‖2u − 〈u, v〉v

∥∥2 = 〈‖v‖2u − 〈u, v〉v, ‖v‖2u − 〈u, v〉v
〉

= ‖v‖4〈u, u〉 − ‖v‖2〈u, v〉〈u, v〉 − ‖v‖2〈u, v〉〈v, u〉+ 〈u, v〉〈u, v〉〈v, v〉

= ‖v‖4‖u‖2 − |〈u, v〉|2 ‖v‖2.

定理得证.

推论 5.14. 设u, v ∈ V，以下三角不等式成立：

� ‖u + v‖ ≤ ‖u‖+ ‖v‖.
� d(u, v) ≤ d(u,w) + d(w, v).

证明. 注意到
‖u + v‖2 = ‖u‖2 + 2Re〈u, v〉+ ‖v‖2. (5.1)

由于|〈u, v〉| ≤ ‖u‖ ‖v‖. 因此等式右端不超过(‖u‖+ ‖v‖)2. 第一个式子得证. 对于第二个式子，我们有

d(u, v) = ‖u − v‖ ≤ ‖u − w‖+ ‖w − v‖ = d(u,w) + d(w, v).
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我们总有

−1 ≤ 〈u, v〉
‖u‖‖v‖ ≤ 1

因此可以定义向量u和v之间的夹角θ为

θ = arccos
(

〈u, v〉
‖u‖ ‖v‖

)
.

当然，描述两个矩阵或者两个函数之间的角度也并不具备实际的意义，除了一个特殊的角度：π/2.

定义 5.5. 我们称向量u和v是正交的，是指〈u, v〉 = 0.

例 5.15. 验证下述内积空间中的向量是正交的：
(1) 设F = R, V = M2(R)，内积为〈A,B〉 = tr(BTA). 取

A =

[
2 −1

3 1

]
, B =

[
1 2

−1 3

]
.

(2) 设F = R, V = C[−π, π]，内积为〈f, g〉 = 1
π

∫ π

−π f(t)g(t)dt. 取

fm(t) = sinmt, gn(t) = cosnt, h(t) = 1/
√
2,

其中m,n = 1, 2, 3, . . ..
(3) 设F = C, V = CC[−π, π]（复值连续函数全体），内积为〈f, g〉 = 1

2π

∫ π

−π f(t)g(t)dt. 取fn(t) = eint

(n ∈ Z).

解.（略.）

定理 5.16 (勾股定理). 设u与v为内积空间中的两个正交的向量，则

‖u + v‖2 = ‖u‖2 + ‖v‖2

证明. 由(5.1)及〈u, v〉 = 0可得.

例 5.17. 设F = R, V = P2，内积为〈p, q〉 =
∫ 1

−1 p(x)q(x)dx. 试以p(x) = x和q(x) = x2验证勾股定理.

解.（略.）

定义 5.6. 设W是内积空间V的子空间，定义W的正交补为

W⊥=
{

v : 〈v,w〉 = 0 (∀w ∈ W )
}
.

与欧氏空间的情形类似，正交补具有下述性质：

定理 5.18. 设W是内积空间V的子空间.
(1) W⊥是V的子空间.
(2) W⊥ ∩W = {0}.
(3) W +W⊥ = V .
(4) 若V是有限维的，则有(W⊥)⊥ = W .

特别地，我们有{0}⊥ = W，而W⊥ = {0}. 需要注意的是，上述性质(4)在无限维空间中并不成立. 例
如，取实内积空间

V = {(xn)
∞
n−1 :

∞∑
n=1

x2
n < ∞},
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其内积由

〈(xn)
∞
n−1, (yn)

∞
n=1〉 =

∞∑
n=1

xnyn

给出. 取ei (i = 1, 2, . . .)为第i个分量为1，其余分量为零的数列. 取子空间W = span{ei : i = 1, 2, . . .}.这
个线性包络仅包含了相应向量的有限线性组合，其中的向量至多在有限个分量上非零，所以W 6= V . 现
在我们来说明W⊥ = {0}. 事实上，任取(xn)

∞
n=1 ∈ W⊥，由正交补的定义知

0 = 〈(xn), ei〉 = xi, (i = 1, 2, . . .).

因此(xn)
∞
n=1 = (0)∞n=1 = 0. 最后，我们得到(W⊥)⊥ = {0}⊥ = V . 对于无穷维的情况，性质(4)一般对

“闭”子空间W成立，其具体的含义不属于线性代数I的内容.

例 5.19. 设W为R6的子空间，由下述4个向量张成：

w1 = (1, 3,−2, 0, 2, 0), w2 = (2, 6,−5,−2, 4,−3)

w3 = (0, 0, 5, 10, 0, 15), w4 = (2, 6, 0, 8, 4, 18).

求W⊥在欧氏空间R6中的一组基.

解.（略.）

例 5.20. 设F = R, V = C[−1, 1]，内积取为

〈f, g〉 =
∫ 1

−1
f(x)g(x)dx, (f, g ∈ V ).

设Ve、Vo分别为V中所有偶函数、奇函数所构成的子空间.证明V ⊥o = Ve.

证明. 先证“Ve ⊆ V ⊥o ”. 设f ∈ Ve. 对任意g ∈ Vo，函数fg为奇函数，因此

〈f, g〉 =
∫ 1

−1
f(x)g(x)dx = 0.

故f ∈ V ⊥o .
再证“V ⊥o ⊆ Ve”. 设f ∈ V ⊥o . 记f = fo + fe，其中

fe(x) =
f(x) + f(−x)

2
∈ Ve, fo(x) =

f(x)− f(−x)

2
∈ Vo.

由f ∈ V ⊥o ，对任意〈f, fo〉 = 0. 而由证明的前半部分，知〈fe, fo〉 = 0. 因而

0 = 〈f, fo〉 = 〈fe, fo〉+ 〈fo, fo〉 = ‖fo‖2.

于是fo = 0，进而f = fe ∈ Ve. 证毕.

5.3 Gram-Schmidt正交化与QR-分解

在第三章中，基给出了线性空间的“坐标系”. 到这一章，我们有了正交的概念，自然也应该引入
“直角坐标系”.

定义 5.7. 设V为内积空间，而S = {v1, v2, . . . , vr} (r ≥ 2)是V中的一个子集.
若S中的向量两两正交，则称S为正交集. 若正交集S中的向量都是单位向量，则称S为标准正交集.
若V的一组基S是正交集（或标准正交集），则我们称S为正交基（或标准正交基）.
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例 5.21. 在欧式空间R3中，取S = {u1, u2, u3}, 其中

u1 = (0, 1, 0), u2 = (1, 0, 1), u3 = (1, 0,−1).

验证S为正交基，并通过将其中的向量单位化得到一组标准正交基.

解.（略.）

例 5.22. 验证下列集合B是给定内积空间V中的标准正交集.
(1) 设F = R, V = Mn(R), 内积为〈A,B〉 = tr(BTA)，取其标准基S = {Eij : 1 ≤ i, j ≤ n}.
(2)设F = R, V = Pn，内积为

〈∑n
k=0 akx

k,
∑n

k=0 bkx
k
〉
=
∑n

k=0 akbk. 取标准基B = {1, x, x2, . . . , xn}.
(3) 设F = R, V = C[−π, π]，内积为〈f, g〉 = 1

π

∫ π

−π f(t)g(t)dt. 给定k, l ∈ N，取集合

B =

{
1√
2
, sinx, sin 2x, . . . , sin kx, cosx, cos 2x, . . . , cos lx

}
.

(4)设F = C, V = CC[−π, π],内积为〈f, g〉 = 1
2π

∫ π

−π f(t)g(t)dt. 给定N ∈ N，取集合B =
{
einx : |n| ≤ N

}
.

解. 这里只验证(1)的情形. 记

δij =

 1, 若i = j,

0 若i 6= j.

注意到

〈Eij , Ekl〉 = tr(ET
klEij) = tr(ElkEij).

由于ElkEij = δikElj （左侧矩阵的1出现在第k列，右侧矩阵的1出现在第i行，仅在k = i时这两个1才能够

对应相乘，相乘所得的1的位置在第l行第j列）. 故

〈Eij , Ekl〉 = δiktr(Elj) = δikδlj =

 1, 若(i, j) = (k, l),

0 若(i, j) 6= (k, l).

因此S构成V的一组标准正交基.

下面我们来推导一些有关正交集的性质.

定理 5.23. 若S是内积空间(V, 〈·, ·〉)中有限个非零向量所组成的正交集，则S线性无关.

证明. 不妨设S = {v1, v2, . . . , vn}. 令k1v1 + k2v2 + . . .+ knvn = 0. 则对1 ≤ j ≤ n，均有

0 = 〈0, vj〉 = 〈k1v1 + k2v2 + . . .+ knvn, vj〉 = k1〈v1, vj〉+ k2〈v2, vj〉+ . . .+ kn〈vn, vj〉.

因S是正交集，当i 6= j时，有〈vi, vj〉 = 0. 于是

0 = kj〈vj , vj〉 = kj‖vj‖2.

由于vj (1 ≤ j ≤ n)为非零向量，故‖vj‖2 6= 0，从而kj = 0. 所以S是线性无关的.

定理 5.24. 设S = {v1, v2, . . . , vn}为内积空间(V, 〈·, ·〉的一组标准基，而u ∈ V . 则有

u =
〈u, v1〉
‖v1‖2

v1 +
〈u, v2〉
‖v2‖2

v2 + · · ·+ 〈u, vn〉
‖vn‖2

vn.
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证明. 由于S是V的一组基，因此存在c1, c2, . . . , cn ∈ F，使得

u = c1v1 + c2v2 + . . .+ cnvn.

为了确定系数cj (1 ≤ j ≤ n)，我们在上式两端与vj作内积，利用正交性可得

〈u, vj〉 = 〈c1v1 + c2v2 + . . .+ cnvn, vj〉 = c1〈v1, vj〉+ c2〈v2, vj〉+ . . .+ cn〈vn, vj〉 = cj〈vj , vj〉.

定理得证.

需要注意的是，在线性组合系数分子上的内积里，向量u出现在第一个位置，如果把u换到第二个位
置而F = C，则需要加上共轭. 另外，当S = {v1, v2, . . . , vn}为标准正交基时，有

u = 〈u, v1〉v1 + 〈u, v2〉v2 + · · · 〈u, vn〉vn.

例 5.25. 令v1 = (0, 2, 0), v2 = (3, 0, 3), v3 = (−4, 0, 4)，而S = {v1, v2, v3}.
(1) 验证S构成欧氏空间R3中的一组正交基.
(2) 求[u]B，其中u = (1, 2, 4).

解.（略.）

在第二章中，我们已经证明了欧氏空间中特殊情形的投影定理. 下述定理是投影定理的一般形式，我
们省去其证明（利用直和证明会比较方便）.

定理 5.26 (投影定理). 设W是有限维内积空间V的子空间，则V中的任意向量u可以唯一地分解为

u = w1 + w2,

其中w1 ∈ W，而w2 ∈ W⊥.

在上述分解式中，我们将使用记号

projW (u) := w1, projW⊥(u) = w2.

即有

u = projW (u) + projW⊥(u) = w2.

值得一题的是，将projW看成V上的一个算子，它是线性的. 由于上述的u1的分解为

u1 = projW (u1) + projW⊥(u2) = u1 + 0.

该正交投影算子满足

(projW ◦ projW )(u) = projW (u1) = u1 = projW (u).

即

projW ◦ projW = projW .
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定理 5.27. 设W是内积空间(V, 〈·, ·〉)的一个子空间，而S = {w1,w2, . . . ,wr}是W的一组正交基. 则对任
意v ∈ V，均有

projW (v) = 〈u,w1〉
‖w1‖2

w1 +
〈u,w2〉
‖w2‖2

w2 + . . .+
〈u,wr〉
‖wr‖2

wr.

解. 注意到projW (v)，根据定理5.24，我们有

projW (v) = 〈projW (v),w1〉
‖w1‖2

w1 +
〈projW (v),w2〉

‖w2‖2
w2 + · · ·+ 〈projW (v),wr〉

‖wr‖2
wr.

另外，由于projW⊥(v) ∈ W⊥，而wj ∈ W (1 ≤ j ≤ r)，所以〈projW⊥(v),wj〉 = 0，进而有

〈v,wj〉 = 〈projW (v) + projW⊥(v),wi〉 = 〈projW (v),wi〉+ 〈projW⊥(v),wj〉 = 〈projW (v),wi〉.

定理得证.

当上述定理中的S = {w1,w2, . . . ,wr}为标准正交基时，则有

projWv = 〈u,w1〉w1 + 〈v,w2〉w2 + · · · ,+〈v,wr〉wr.

例 5.28. 设F = R, V = C[−π, π]，内积为

〈f, g〉 = 1

π

∫ π

−π
f(t)g(t)dt, (∀f, g ∈ V ).

求向量h(t) = t在子空间W = span{cos t, sin t}上的正交投影.

解. 记f(t) = cos t, g(t) = sin t，可验证{f(t), g(t)}是标准正交的. 因此，我们有

projW (h(t)) = 〈h, f〉f(t) + 〈h, g〉g(t).

利用奇偶性，计算可得

〈h, f〉 = 1

π

∫ π

−π
t cos tdt = 0,

〈h, g〉 = 1

π

∫ π

−π
t sin tdt = − 1

π
t cos t

∣∣π
−π +

1

π

∫ π

−π
cos tdt = 2.

故projW (h(t)) = 2 sin t.

我们虽然已经有了正交基的概念，但是还是需要再问一问以下两个问题：

(i) 对任何一个有限维内积空间V，一定存在正交基吗？

(ii) 若存在，如何寻找一组正交基？
在下述定理的推导过程中，我们同时回答这两个问题.

定理 5.29. 每个有限维内积空间V均存在标准正交基.

不妨设dim(V ) = n，从而可以找到V的一组基S = {v1, v2, . . . , vn}. 我们先通过S构造一组正交基.
取u1 = v1.
取u2 = v2 − ⟨v2,u1⟩

∥u1∥2 u1.
取u3 = v3 − ⟨v3,u1⟩

∥u1∥2 u1 − ⟨v3,u2⟩
∥u2∥2 u2.

. . . . . .

取un = vn − ⟨vn,u1⟩
∥u1∥2 u1 − . . .− ⟨vn,un−1⟩

∥un−1∥2 un−1.
这时，我们得到V的一组正交基S′ = {u1, u2, . . . , un}. 接下来，我们通过单位化，可以得到标准正交

基，具体过程为：令wi =
ui

∥ui∥ (1 ≤ i ≤ n)，得到V的标准正交基S′′ = {w1,w2, . . . ,wn}. 以上方法被称
为Gram-Schmidt正交化过程.
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之所以S′为正交基，是因为我们取第r (2 ≤ r ≤ n)个向量ur时，我们的取法为

ur = projspan{u1,...,ur−1}⊥(vr) = ur − projspan{u1, . . . , ur−1}(vr).

因此ur与u1, . . . , ur−1均正交. 特别地，我们有

ur ∈ span{u1, . . . , ur−1}⊥ = span{v1, . . . , vr−1}⊥.

例 5.30. 设F = R，V = P3，内积为

〈p, q〉 =
∫ 1

−1
p(x)q(x)dx, (∀p, q ∈ P2).

对标准基{1, x, x2}使用Gram-Schmidt正交化过程，将其转化为正交基{q1(x), q2(x), q3(x)}.

解. 记p1(x) = 1, p2(x) = x, p3(x) = x2. 首先进行正交化，取

q1(x) = p1(x) = 1,

q2(x) = p2(x)−
〈p2, q1〉
‖q1‖2

q1(x),

q3(x) = p3(x)−
〈p3, q1〉
‖q1‖2

q1(x)−
〈p3, q2〉
‖q2‖2

q2(x).

将内积、模长都代入计算后，得到

h1(x) = 1, h2(x) = x, h3(x) = x2 − 1

3
.

如果需要，还可以将上述正交基进一步化为标准正交基. 若将P3更换为Pn，我们可以用同样的方式

得到一组正交基{q1(x), q2(x), . . . , qn(x)}，这些qj(x)被称为勒让德多项式.
利用Gram-Schmidt正交化过程以及基扩充定理，可以得到下述结论.

推论 5.31. 设W为有限维内积空间. 则
(a) 任何一个非零向量组成的W中的正交集可以被扩充为W的一组正交基.
(b) 任何一个非零向量组成的W中的标准正交集可以被扩充为W的一组标准正交基.

=================分割线：创艺(MATH1455)同学的讲义到此为止=================

在计算机中，为了更加节省的储存和更加快捷的计算，我们往往要把矩阵作一些分解. 利用Gram-
Schmidt正交化过程，我们可对矩阵作QR-分解.

定理 5.32. 设A ∈ Mm×n满足rank(A) = n. 则A可分解为A = QR，其中矩阵Q ∈ Mm×n的列是标准正交

的，而R是可逆上三角矩阵.

定理中rank(A) = n意味着A是满秩的，且其列数不超过行数. 作QR-分解的具体过程是这样的：记

A = [ c1 c2 . . . cn
]
.

其中的列是线性无关的. 设q1, . . . , qn是对向量组c1, . . . , cn使用Gram-Schmidt正交化过程所得到的. 则有

A =

 q1 q2 . . . qn




〈c1, q1〉 〈c2, q1〉 · · · 〈cn, q1〉
〈c2, q2〉 · · · 〈cn, q1〉

. . . ...
〈cn, qn〉

 := QR.
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事实上，根据定理5.24，我们有

cj = 〈cj , q1〉q1 + 〈cj , q2〉q2 + . . .+ 〈cj , qn〉qn, (1 ≤ j ≤ n).

将上式写成矩阵形式，可得

A =

 c1 c2 . . . cn

 =

 q1 q2 . . . qn




〈c1, q1〉 〈c2, q1〉 · · · 〈cn, q1〉
〈c1, q2〉 〈c2, q2〉 · · · 〈cn, q2〉

...
...

...
〈c1, qn〉 〈c2, qn〉 · · · 〈cn, qn〉

 .

在Gram-Schmidt正交化过程中，对2 ≤ r ≤ n，我们有

qr ∈ span{c1, . . . , cr−1}⊥.

因此当1 ≤ j < i ≤ n时，有〈ci, qj〉 = 0. 得到的矩阵是上三角的. 利用矩阵乘法与秩的关系，可以推出R是

可逆的.

例 5.33. 求矩阵A的QR-分解，其中A =


1 0 0

1 1 0

1 1 1

.
解. 记A = [ c1 c2 c3 ]. 我们先将{c1, c2, c3}正交化，计算后得到

u1 = c1 =


1

1

1

 ,

u2 = c2 −
c2 · u1

‖u1‖2
u1 =


−2/3

1/3

1/3

 .

u3 = c3 −
c3 · u1

‖u1‖2
u1 −

c3 · u2

‖u2‖2
u2 =


0

−1/2

1/2

 .

再将{u1, u2, u3}单位化，有

q1 =
u1

‖u1‖
=


1/
√
3

1/
√
3

1/
√
3

 , q2 =
u2

‖u2‖
=


−2/

√
6

1/
√
6

1/
√
6

 , q3 =
u3

‖u3‖
=


0

−1/
√
2

1/
√
2

 .

这时，令

Q =


1/

√
3 −2/

√
6 0

1/
√
3 1/

√
6 −1/

√
2

1/
√
3 1/

√
6 1/

√
2

 , R =


c1 · q1 c2 · q1 c3 · q1

c2 · q2 c3 · q2

c3 · q3

 =


√
3 2/

√
3 1/

√
3

2/
√
6 1/

√
6

1/
√
2

 .

便有A = QR.

5.4 正交矩阵与酉矩阵

有了正交基，我们进一步考虑两组正交基之间的转换. 先考虑特殊的情形，从欧氏空间Rn的一组标

准正交基到标准基的过渡矩阵是怎样的？
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定义 5.8. 设A ∈ Mn(R). 我们称A为正交阵，是指它满足下述四个等价的命题:
(1) ATA = AAT = In;
(2) A−1 = AT ;
(3) A的行向量构成欧式空间Rn的一组标准正交基；

(4) A的列向量构成欧式空间Rn的一组标准正交基.

等价性的证明. 我们主要证明(4)等价于ATA = In，其余部分的等价性留给读者. 记A的各列分别为c1, c2, . . . , cn.
则有

ATA =


cT1
cT2
. . .

cTn

 [ c1 c2 . . . cn ] = [cTi cj ]n×n = [〈cj , ci〉]n×n.

因此，c1, c2, . . . , cn构成Rn的标准正交基，当且仅当〈cj , ci〉 = δij (1 ≤ i, j ≤ n)，当且仅当ATA = In.

从上述等价性定理可知，若B = {c1, c2, . . . , cn}是Rn的一组标准正交基，则有

PS←B = [ c1 c2 . . . cn ] ,

这是一个正交矩阵.

例 5.34. 验证矩阵 
3/7 2/7 6/7

−6/7 3/7 2/7

2/7 6/7 −3/7


是正交阵.

解.（略.）

例 5.35. 记Rθ =

[
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

]
矩阵Rθ, RT

θ , R−1θ , RθRθ′是否正交？

解.（略.）

下面，我们介绍与实矩阵中正交阵所对应的——复矩阵中酉矩阵. 酉矩阵在复欧氏空间Cn上所起的

作用，与正交阵在欧氏空间Rn上起的作用是一样的，它们的定义与性质也都是相似的.

定义 5.9. Definition. 设A ∈ Mn(C). 我们称A为酉矩阵，是指它满足下述四个等价的命题:
(1) A∗A = AA∗ = In;
(2) A−1 = A∗;
(3) A的行向量构成复欧式空间Cn的一组标准正交基；

(4) A的列向量构成复欧式空间Cn的一组标准正交基.

例 5.36. 证明1阶方阵[z] ∈ M1(C)是酉矩阵当且仅当|z| = 1.

证明. 矩阵[z]是酉矩阵，当且仅当[z]∗[z] = I1，即zz = 1，这等价于|z| = 1.

下面我们来探究一下正交阵和酉矩阵的性质. 我们给出酉矩阵情形的证明，对正交矩阵的证明是类
似的.
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定理 5.37. 设A,B ∈ Mn(R)均为正交阵，则
� AT是正交矩阵;
� A−1是正交矩阵;
� AB是正交矩阵;
� |det(A)| = 1.

例 5.38. 设A,B ∈ Mn(R)均为酉矩阵，则
� A∗是酉矩阵;
� A−1是酉矩阵;
� AB是酉矩阵;
� |det(A)| = 1.

证明. 由于A,B为酉矩阵，因此A∗A = B∗B = In，且A−1 = A∗. 从定义可以得到A∗和A−1均为酉矩阵.
另外，我们有

(AB)∗(AB) = B∗(A∗A)B = B∗B = In,

所以AB也是酉矩阵. 最后，我们有

1 = det(In) = det(A∗A) = det(A∗)det(A) = det(AT )det(A) = |det(A)|2.

故|det(A)| = 1.

由以上两个定理可知，正交矩阵的行列式只能取±1，而酉矩阵的行列式可以写成eiθ，其中θ ∈ [0, 2π).
另外，设B1, B2是Fn的两组标准正交基，则

PB2←B1
= P−1S←B2

PS←B1
.

因此过渡矩阵PB2←B1
也是正交/酉矩阵.

接下来，我们探究一下正交阵和酉矩阵作为线性变换的映射效果. 我们给出正交阵情形的证明，对酉
矩阵的证明是类似的.

定理 5.39. 设A ∈ Mn(R)，则以下命题等价：
(1) A是正交阵.
(2) 对任意向量x ∈ Rn，有‖Ax‖ = ‖x‖.
(3) 对任意向量x, y ∈ Rn，有Ax ·Ay = x · y.

证明. “(1)⇒(3)”：由于A是正交的，因此ATA = In. 从而对任意x, y ∈ Rn，均有

(Ax) · (Ay) = (Ay)T (Ax) = yT (ATA)x = yTx = x · y.

“(3)⇒(1)”：设A的各列分别为c1, c2, . . . , cn，则有Aei = ci (1 ≤ i ≤ n). 取(3)中的x, y分别为ej , ei
(1 ≤ i, j ≤ n)，得

cj · ci = (Aej) · (Aei) = ej · ei = δij .

因此A的列构成Rn的一组标准正交基，即A为正交阵.
“(3)⇒(2)”是显然的，下面我们利用极化恒等式证明“(2)⇒(3)”：对任意x, y ∈ Rn，有

Ax ·Ay =
1

4

(
‖Ax +Ay‖ − ‖Ax −Ay‖

)
=

1

4

(
‖A(x + y)‖ − ‖A(x − y)‖

)
=

1

4

(
‖x + y‖ − ‖x − y‖

)
= x · y.

在上式中，第一个和最后一个等号用到了极化恒等式，倒数第二个等号用到了(2)的条件.
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从上述定理可以看出，正交矩阵作为线性变换是保持向量模长与向量之间的角度的，结合行列式等

于1，它还是保持面积不变的. 特别地，当行列式为1时，它保持定向不变，因此可以理解为Rn中的旋转.
当行列式为−1时，除了旋转还复合了一个镜面反射.
正交矩阵可能没有特征值，比如平面上的旋转Rθ (0 < θ < π). 当一个正交矩阵存在特征值与特征向

量时，它的映射效果一定保持该特征向量的长度不变，因此对应的特征值只可能取±1.

推论 5.40. 设A ∈ Mn(R)为正交阵. 若λ是A的一个特征值，则λ = ±1.

我们把证明细节留到后续酉矩阵对应的定理. 在我们的日常生活中，地球仪有一条固定轴是不动的，
在与轴垂直的平面上展现了2维的旋转效果. 这条固定轴对应了一个特征值为1的特征向量.
思考题：设A ∈ Mn(R)为正交阵，设n为奇数，且det(A) = 1. 证明1必为A的特征值.

定理 5.41. 设A ∈ Mn(C)，则以下命题等价：
(1) A是酉矩阵.
(2) 对任意向量x ∈ Cn，有‖Ax‖ = ‖x‖.
(3) 对任意向量x, y ∈ Cn，有Ax ·Ay = x · y.

推论 5.42. 设A ∈ Mn(C)为酉矩阵. 则A的特征值λ满足|λ| = 1.

证明. 设Ax = λx，其中x 6= 0. 利用酉矩阵保持向量长度不变的性质，得

‖x‖ = ‖Ax‖ = ‖λx‖ = |λ| ‖x‖.

由于‖x‖ 6= 0，我们得到结论|λ| = 1.

在本节的最后，我们看看在内积空间中，向量在标准正交基下的运算性质.

定理 5.43. 设S为n维内积空间(V, 〈·, ·〉)的一组标准正交基. 记(u)S = (u1, u2, · · · , un),而(v)S = (v1, v2, · · · , vn).
则有

� 〈u, v〉 = u1v1 + · · ·+ unvn;
� ‖u‖ =

√
|u1|2 + · · · |un|2;

� d(u, v) =
√

|u1 − v1|2 + . . .+ |un − vn|2.

注：当F = R时，可以忽略式子中的“共轭”.

证明. 我们仅证明第一个关于内积的式子. 记S = {w1,w2, . . . ,wn}. 将线性组合

u = u1w1 + . . .+ unwn, v = v1w1 + . . .+ vnvn

代入内积，利用共轭双线性性可得

〈u, v〉 =
〈∑n

i=1
uiwi,

∑n

j=1
vjwj

〉
=

n∑
i=1

n∑
j=1

uivj〈wi,wj〉.

由于S为标准正交基，有〈wi,wj〉 = δij . 因此上式右端的非零项一定来自于i = j的情形. 故

〈u, v〉 = u1v1 + · · ·unvn.

在这一节中，我们定义了正交/酉矩阵. 事实上，可以在抽象的内积空间上定义正交/酉算子. 大致是
这样的（这些是超纲的内容，仅供有兴趣的同学了解）：设

(
V, 〈·, ·〉V

)
是有限维酉空间，而T是V上的一个

线性算子，则存在唯一的线性算子T ∗，满足

〈Tx, y〉 = 〈x, T ∗y〉, (∀x, y ∈ V ).

在一组给定的标准正交基下，该伴随算子T ∗满足[T ∗] = [T ]∗. 这时，一个线性算子U : V → V被称为酉算

子，是指它满足UU∗ = U∗U = I.
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5.5 正交对角化

在第四章中，我们考虑过结构较简单的算子：可对角化的矩阵. 对于这一类矩阵，我们可以找到一组
由特征向量构成的基，因此在对应的坐标轴上，算子的作用效果都是拉伸、收缩、镜面对称等. 现在，我
们有了由内积给出的正交性，自然希望把对角化中出现的“坐标轴”更换为“直角坐标轴”.

例 5.44. 三维欧氏空间R3中，向xOz-平面作正交投影的算子为

T (x, y, z) = (x, 0, z), (x, y, z) ∈ R3.

它的标准矩阵是 
1 0 0

0 0 0

0 0 1

 .

向量i与k是关于特征值1的特征向量，而j是关于特征值0的特征向量. 这里，{i, j, k}构成R3的标准正交基.

定义 5.10. 设V是内积空间，而T是V上的一个线性算子. 我们称T是可正交对角化的，是指存在T的一组

特征向量构成V的标准正交基.

定义 5.11. 设A ∈ Mn(F). 我们称矩阵A可正交对角化，是指存在A的一组特征向量构成Fn的标准正交

基.

在矩阵的对角化中，我们知道A ∈ Mn(F)有n个线性无关的特征向量构成F的基，等价于存在可逆矩
阵P与对角阵D，使得P−1AP = D. 这里D的对角元素为A的特征值（带重数），而P是对应特征向量按列

组成的分块矩阵，也是这从组基到标准基的过渡矩阵.（我们之前只讲了F = R的情形，对F = C的情形是
完全类似的.）现在，基都变成了正交基，因此过渡矩阵P是一个正交矩阵（或酉矩阵），它满足P−1 = P T

（或P−1 = P ∗).

定理 5.45. 设A ∈ Mn(R)，则以下三个命题等价:
(1) 存在正交矩阵P和对角矩阵D，使得P TAP = D.
(2) 存在A的一组特征向量构成Rn的标准正交基.
(3) 矩阵A是对称的.

例 5.46. 设A ∈ Mn(C)，则以下三个命题等价:
(1) 存在酉矩阵P和对角矩阵D，使得P ∗AP = D.
(2) 存在A的一组特征向量构成Cn的标准正交基.
(3) 矩阵A是正规的，即A∗A = AA∗.

在以上两个定理中，(3)与(1)、(2)的等价性是《线性代数II》的内容，在《线性代数I》中，我们承认
这样的结论. 假设Avi = λivi，其中v1, v2, . . . , vn是n个标准正交的特征向量，则定理中的P和D分别可取

为

P =
[

v1 v2 . . . vn

]
, D =


λ1

. . .
λn

 .

因此，求一个具体矩阵的正交对角化的关键，在于寻找Fn的一组标准正交基. 在第四章对角化的过
程中，我们可以求得所有的特征子空间的各一组基，有定理保证：这些基向量的并集仍然是线性无关的，

因此可以构成Fn的基. 在正交对角化过程中，我们可以用Gram-Schmidt正交化过程来得到每个特征子空
间的正交基，而不同特征值的特征子空间之间的关系有下列定理给出.
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定理 5.47. 设A是Mn(R)中的对称矩阵. 则A的关于不同特征值的特征向量是相互正交的.

证明. 设λ, ν为A的不同特征值，对应的特征向量分别为x, y. 根据正交矩阵的性质，有

λx · y = (Ax) · y = x · (A∗y) = x · (Ay) = µx · y.

因λ 6= µ，我们推出x · y = 0.

类似结论对复数情形的厄密特矩阵也是成立的. 下面我们用一个例子来熟悉这些与正交对角化有关
的定理.

例 5.48. 设A ∈ M3(R)是对称矩阵，且rank(A) = 2. 假设

A


1 1

0 2

−1 1

 =


−2 1

0 2

2 1


求A的所有特征值，及相应的各一个特征向量.

解. 通过矩阵运算式观察，可以得到两个特征值与特征向量：取v1 =
[
1 0 −1

]T
, v2 =

[
1 2 1

]T
. 则

Av1 = (−2)v1, Av2 = 1v2.

由于A是对称矩阵，可以正交对角化，所以存在正交矩阵P和对角矩阵D，使得P TAP = D. 注意到P可

逆，因此rank(D) = rank(P TAP ) = rank(A) = 2. 所以除了−2与1以外，D中的第三个对角元素为0，故第

三个特征值为0. 设v3是A关于特征值0的一个特征向量. 则v3与v1，v2均正交. 列出方程组[
1 0 −1
1 2 1

]
v3 = 0.

该方程组的解空间是1维的，我们取一个特解v3 =
[
1 −1 1

]T
. 综上，矩阵A有三个特征值−2, 1与0，对

应的特征向量分别为v1, v2和v3.

现在我们来进行具体的正交对角化. 假设可正交对角化的矩阵A的所有不同特征值为λ1, . . . , λk，而

{ui,1, . . . , ui,ini
}是特征子空间Eλi

(A) (1 ≤ i ≤ k)的一组基. 首先，我们在每个特征子空间上运
用Gram-Schmidt正交化过程，得到标准正交基{vi,1, . . . , vi,ini

}. 这时，它们的并集

{v1,1, . . . , v1,n1
, v2,1, . . . , v2,n2

, . . . , vk,1, . . . , vk,nk
}

构成Fn的一组标准正交基. 将它们按列矩阵写成分块矩阵P，记

D = diag(λ1, . . . , λ1, λ2, . . . , λ2, . . . , λn, . . . , λn),

其中λi (1 ≤ i ≤ k)出现的次数为ni = dimEλi
(A). 则正交对角化由P TAP = D给出.

例 5.49. 试将对称矩阵A正交对角化，其中

A =


2 3 3

3 2 3

3 3 2

 ∈ M3(R).
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解. 因A为对称矩阵，是可正交对角化的. 令

0 = det(λI −A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
λ− 2 −3 −3

−3 λ− 2 −3

−3 −3 λ− 2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = λ3 − 6λ2 − 15λ− 8 = (λ+ 1)2(λ− 8).

有两个不同特征值−1和8.
对于特征值−1，令

0 = (−I −A)u =


−3 −3 −3

−3 −3 −3

−3 −3 −3

 u.

取解空间的一组基

u1 =


−1

1

0

 , u1 =


−1

0

1

 .

对于特征值8,令

0 = (8I −A)u =


6 −3 −3

−3 6 −3

−3 −3 6

 u.

取解空间的一组基

u3 =


1

1

1

 .

将特征子空间E−1(A)的基{u1, u2}作Gram-Schmidt正交化，得

w1 = u1 =


−1

1

0

 , w2 = u2 −
u2 · w1

‖w1‖2
w1 =


−1

0

1

− 1

2


−1

1

0

 =


−1/2

−1/2

1

 .

v1 =
w1

‖w1‖
=


−1/

√
2

1/
√
2

0

 , v2 =
w2

‖w2‖
=


−1/

√
6

−1/
√
6

2/
√
6

 .

将特征子空间E8(A)的基{u3}作Gram-Schmidt正交化，得

v3 =
u3

‖u3‖
=


1/
√
3

1/
√
3

1/
√
3

 .

这时，向量组{v1, v2, v3}构成R3的一组标准正交基，取

P =


−1/

√
2 −1/

√
6 1/

√
3

1/
√
2 −1/

√
6 1/

√
3

0 2/
√
6 1/

√
3

 , D =

[−1
−1

8

]
.

则有P TAP = D.

例 5.50. 试将厄密特矩阵A正交对角化，其中

A =

[
0 −1

1 0

]
∈ M2(C).
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解.（略.）

现在，我们将对称矩阵的正交对角化用另一种方式写出来. 设A ∈ Mn(R)，而Avi = λivi (1 ≤ i ≤ n)，

其中v1, v2, . . . , vn构成Rn的一组标准正交基. 记

P = [ v1 v2 . . . vn ] , D = diag(λ1, λ2, . . . , λn).

则P TAP = D. 进一步，我们有

A = PDP T = [ v1 v2 . . . vn ]


λ1

λ2

. . .
λn




v1

v2

...
vn



= [ v1 v2 . . . vn ]


λ1v1

λ2v2

...
λnvn

 = λ1v1vT
1 + λ2v2vT

2 + · · ·λnvnvT
n .

我们把这个结论整理成下述定理.

定理 5.51 (谱分解定理). 设A ∈ Mn(R)是对称矩阵，则存在λ1, . . . , λn ∈ R，以及标准正交的向量
组v1, v2, . . . , vn ∈ Rn，使得

A = λ1v1vT
1 + λ2v2vT

2 + · · ·λnvnvT
n .

定理中的等式称为矩阵A的谱分解（特征值是谱的一种情形），我们来解释一下它的含义：每个Er :=

vrvT
r (1 ≤ r ≤ n)都是秩为1的n阶方阵，且Er作为线性算子的映射效果是在Rn中向子空间Vr := span{vr}作

正交投影（思考题）. 并且，这些子空间V1, V2, . . . , Vn是两两正交的. 用代数的语言，有

E2
r = Er = ET

r (1 ≤ r ≤ n), EiEj = 0 (1 ≤ i 6= j ≤ n),

以及

I =

n∑
r=1

Er, A =

n∑
r=1

λrEr.

这时，若p(x)是一个多项式，进一步还有

p(A) =
n∑

r=1

p(λr)Er,

即A的代数运算完全可以在特征值上分别进行.
另外，上述谱分解中的特征值是带重数的，我们也可以把相同的特征值合并，这时对应的特征向量

张成对应的特征子空间. 设µ1, . . . , µk是矩阵A ∈ Mn(R)的所有不同特征值，则

A =
k∑

i=1

µiẼi.

其中Ẽi是Rn中向特征子空间Eµi
(A)作正交投影的算子. 并且，我们有

p(A) =
k∑

i=1

p(µi)Ẽi,

对应复数的情形，正规矩阵也可以作谱分解.

定理 5.52 (谱分解定理). 设A ∈ Mn(C)是正规矩阵，则存在λ1, . . . , λn ∈ C，以及标准正交的向量
组v1, v2, . . . , vn ∈ Cn，使得

A = λ1v1v∗1 + λ2v2v∗2 + · · ·λnvnv∗n.
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（以下灰色的部分供有兴趣的同学们了解，并不在考试范围之内）

在量子力学中，观测量都用酉空间上的厄密特算子（即自伴算子）表示，所有可能的观测值都是该算

子的特征值. 仪表上读出的数值都是实数，正对应于厄密特算子的特征值都是实的. 把所有不同的实特征
值从小到大排列：µ1 ≤ µ2 ≤ . . . ≤ µk，算子的谱分解

A =
∑k

i=1
µiẼi,

可对应与物理中的光谱.

当酉空间是无线维时（这时要求是希尔伯特空间），“谱”可以包含“连续”的部分，这时谱分解公

式里的求和号“
∑
”可以变成积分号“

∫
”. 在物理中，位置与动量（速度）是无法同时同时准确测量的，

这被称为不确定性原理/测不准原理. 在量子物理中，能被同时测量的观测量是可交换的算子.

定理 5.53. 设A,B ∈ Mn(C)交换（即AB = BA）. 则它们有公共的特征向量.

需要注意的是，上述定理中的矩阵A、B虽然有公共的特征向量，但对应的特征值未必相同. 在量子
物理中，特征值所对应的单位特征向量是物理系统的“定态”，当系统处于该定态时，观测到的值便是这

个特征值. 而空间中的任何一个单位向量都表示“叠加态”，该单位向量写成基的线性组合的系数的平方
则表示系统处于对应定态的概率. 在观测之前，我们无法确定系统的状态，因此用“叠加态”表示. 可进
行同时观测的两个观测量有公共的“定态”，在这个定态上观测到的值是两个算子分别的特征值.
可对角化的矩阵作为线性变换的作用效果是非常直观的. 对于不可对角化的矩阵，我们也有相应的

结构性定理. 在此，我们展示一些结论，它们的细节不属于《线性代数I》的内容.

定理 5.54 (Schur 定理). 若A ∈ Mn(R)的特征多项式有n个根λ1, . . . , λn ∈ R，则存在正交矩阵P，使得

P TAP有如下的上三角形式：

P TAP =



λ1 ∗ ∗ · · · ∗
0 λ2 ∗ · · · ∗
0 0 λ3 · · · ∗
...

...
... . . . ...

0 0 0 · · · λn


:= S

特别地，公式A = PSP T被称为A的Schur分解.

回顾一下代数学基本定理，实系数多项式在实数域内可分解为一次因子与二次因子的乘积，其中的

二次因子判别式均小于零. 在以上定理的条件中，“特征多项式有n个根”意味着该多项式在实数域内可

分解为一次因子的乘积. 对于特征多项式存在二次因子的情形，我们有下述结论.
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定理 5.55 (Hessenberg 定理). 设A ∈ Mn(R)，则存在正交矩阵P，使得

P TAP =



∗ ∗ . . . ∗ ∗ ∗
∗ ∗ . . . ∗ ∗ ∗

0 ∗ . . . ∗ ∗ ∗
...

... . . . ...
...

...
0 0 . . . ∗ ∗ ∗
0 0 . . . 0 ∗ ∗


:= H.

特别地，公式A = PHP T被称为A的Hessenberg分解.

这几种分解在数值计算上的意义有以下几点：矩阵S与H的形式均比一般的矩阵A本身简单，这可以

加快计算速度并减小储存空间；其次，“正交矩阵”可以保证在计算过程中因“四舍五入”产生的误差

（如1/3 ∗ 3 = 0.333333 ∗ 3 = 0.999999.）不会在后续的计算中被放大（设x = x̂+ e，其中e表示误差，这时
由与正交变换保持向量长度不变，故‖Px − P x̂‖ = ‖Pe‖ = ‖e‖，误差不会变大.）

5.6 奇异值分解

在应用中，我们拿到的一组数据组成矩阵A ∈ Mm×n(R)，往往A的行数不等于列数，构不成方阵. 如何
将其转换为一个方阵，且保持基本的信息不被改变呢？一个自然的想法是：ATA ∈ Mn(R)，AAT ∈ Mm(R)!

定理 5.56. 设A ∈ Mm×n(R). 则
(1) Null(A) = Null(ATA);
(2) Row(A) = Row(ATA);
(3) Col(AT ) = Col(ATA);
(4) rank(A) = rank(ATA).

证明. (1) 对任意x ∈ Null(A)，有Ax = 0. 从而

(ATA)x = AT (Ax) = AT 0 = 0.

因此x ∈ ATA. 故Null(A) ⊆ Null(ATA).
反之，设y ∈ Null(ATA)，则(ATA)y = 0. 这时有

0 = yT (ATA)y = (Ay)T (Ay) = ‖Ay‖2.

从而Ay = 0，即y ∈ Null(A). 故Null(ATA) ⊆ Null(A).
(2) 我们有Row(A) = Null(A)T = Null(ATA)T = Row(ATA).
(3) 我们有Col(ATA) = Row

(
(ATA)T

)
= Row(ATA) = Row(A) = Col(AT ).

(4) 我们有rank(A) = dimRow(A) = dimRow(ATA) = rank(ATA).

定理 5.57. 设A ∈ Mm×n(R). 则有矩阵ATA可正交对角化，且特征值均为非负实数.

证明. 矩阵ATA是对称的，所以可正交对角化. 设λ为ATA的一个特征值，而x为对应的一个特征向量. 则
有

‖Ax‖2 = (Ax)T (Ax) = xT (ATAx) = xT (λx) = λ‖x‖2.

因x 6= 0，知‖x‖ 6= 0，我们有

λ =
‖Ax‖2
‖x‖2 ≥ 0.
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假设A = diag(µ1, µ2, . . . , µn)为对角矩阵，则ATA = diag(µ2
1, µ

2
2, . . . , µ

2
n). 后者的特征值是前者特征

值的平方. 当A不是方阵时，方阵ATA的特征值仍然包含了矩阵A的信息.

定义 5.12. 设A ∈ Mm×n(R)，而λ1, λ2, . . . , λn为ATA的特征值. 我们称

σ1 =
√

λ1, σ2 =
√
λ2, . . . , σn =

√
λn

为矩阵A的奇异值.

在应用中，我们往往将特征值/奇异值按从大到小的顺序排列，即λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λn，从而σ1 ≥ σ2 ≥
. . . ≥ σn.

例 5.58. 设A =


1 1

0 1

1 0

. 求矩阵A和AT的特征值.

解. 计算可得

ATA =

[
2 1

1 2

]
, AAT =


2 1 1

1 1 0

1 0 1

 .

进一步，有

det(λI −ATA) =

∣∣∣∣∣λ− 2 −1

−1 λ− 2

∣∣∣∣∣ = (λ− 3)(λ− 1).

因此ATA的特征值为λ1 = 3, λ2 = 1，而A的奇异值为σ1 =
√
3, σ2 = 1. 另外，

det(λI −AAT ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
λ− 2 −1 −1

−1 λ− 1 0

−1 0 λ− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (λ− 3)(λ− 1)λ.

因此(AT )TAT = AAT的特征值为λ1 = 3, λ2 = 1, λ3 = 0，而AT的奇异值为σ1 =
√
3, σ2 = 1, σ3 = 0.

思考题：试证明A与AT的奇异值除了一些可能的0之外，均是相同的.
现在，我们先快速地展示一下“奇异值分解”中的矩阵结构，读者可以把它与矩阵的正交对角化作

一些对比，而具体细节在之后再慢慢展开. 设A ∈ Mm×n(R)的秩为r. 则存在正交矩阵U ∈ Mm(R)与V ∈
Mn(R)，使得

A = UΣV,

其中

Σ =


σ1

. . .
σr


m×n

.

在这一节中，我们总使用下述记号：矩阵A ∈ Mm×n(R)满足rank(A) = r. 方阵ATA的特征值为

λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λr > λr+1 = . . . = λn = 0,

相应的特征向量分别为v1, . . . , vn，它们构成Rn的一组标准正交基. 这时，矩阵A的奇异值为σ1 ≥ σ2 ≥
. . . ≥ σr > σr+1 = . . . = σn = 0.
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定理 5.59 (奇异值分解之几何版). 设A ∈ Mm×n(R)满足rank(A) = r. 则存在
(i) 空间Rn的一组标准正交基{v1, . . . , vn};
(ii) 空间Rm的一组标准正交基{u1, . . . , um};
(iii) 非负实数σ1, . . . , σr ∈ R, 使得

Avi =

 σiui, (1 ≤ i ≤ r),

0, (r < i ≤ n),
ATui =

 σivi, (1 ≤ i ≤ r),

0, (r < i ≤ m).

证明. 在(i)和(iii)中出现的标准正交基和非负实数分别为ATA的特征向量和A的奇异值. 我们来构造(ii)中
的标准正交基. 由于rank(ATA) = rank(A) = r，故前r个特征值和奇异值是正的，而后n− r个为0. 因此

Col(ATA) = span{(ATA)v1, . . . , (A
TA)vn} = span{λ1v1, . . . , λrvr, 0, . . . , 0} = span{v1, . . . , vr}.

对1 ≤ i, j ≤ r, 我们有

ui · uj =

(
1

σi

Avi

)
·
(

1

σj

Avj

)
=

1

σiσj

vi · (ATAvj) =
λj

σiσj

vi · vj = δij .

因此{u1, . . . , ur}构成标准正交集. 我们将其扩充为Rm中的一组标准正交基{u1, . . . , ur, ur+1, . . . , um}.
根据ui (1 ≤ i ≤ r)的取法，我们有Avi = σiui，以及

ATui = AT

(
1

σi

Avi

)
=

1

σi

(ATA)vi =
λi

σi

ui = σiui.

对于r + 1 ≤ j ≤ n，我们有

vj ∈ span{v1, . . . , vr}T = Col(ATA)⊥ = Col(AT )⊥ = Null(A),

故Avj = 0. 另外，注意到

span{u1, . . . , un} = span{Av1, . . . , Avn} = Col(A).

对任意ui (1 ≤ i ≤ r)，有

uj ∈ span{u1, . . . , un}⊥ = Col(A)⊥ = Null(AT ).

故ATuj = 0. 定理得证.

奇异值分解的几何版本的含义是这样的：把一个m×n阶实矩阵A看成线性变换，存在定义域Rn的一

组标准正交基{v1, . . . , vn}，变换把它们映为值域Rm中的一组正交集

{Av1, . . . , Avn} = {σ1u1, . . . , σrur, 0, . . . , 0}.

相应地，矩阵AT作为线性变换，将Rm中的标准正交基{u1, . . . , un}映为Rn中的正交集

{ATu1, . . . , A
Tum} = {σ1v1, . . . , σrvr, 0, . . . , 0}.

以2 × 2的可逆矩阵为例，根据奇异值分解，存在一组标准正交基{v1, v2}，被映为正交集{u1, u2}.
这时以v1, v2为边的单位正方形被映为以u1, u2为边的长方形. 而以原点为圆心的单位圆被映为椭圆，其
中u1, u2给出了长短半轴.

例 5.60. 平面R2上的错切变换是可逆且不可对角化的:

M =

[
1 k

0 1

]
, MT =

[
1 0

k 1

]
, MTM =

[
1 k

k 1 + k2

]
.
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取k = 2，使用定理中的记号，计算可得λ1,2 = 3± 2
√
2, σ1,2 =

√
2± 1，以及

v1,2 =

(
1√

4± 2
√
2
,

1±
√
2√

4 + 2
√
2

)
,

u1,2 =

(
±1 +

√
2√

4± 2
√
2
,

±1√
4± 2

√
2

)
.

从下图可以看到奇异值分解的几何效果.

(c) vi, Avi (d)
ui, A

T ui

在奇异值分解的几何版本中，我们得到

Avi =

 σiui, (1 ≤ i ≤ r),

0, (r < i ≤ n).

写成矩阵形式，得

A

 v1 . . . vr vr+1 . . . vn

 =

σ1u1 . . . σrur 0 . . . 0



=

 u1 . . . ur ur+1 . . . um



σ1

. . .
σr 0 0 0

 .
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我们使用记号

U =
[
Ur Um−r

]
m×m

=

 u1 . . . ur ur+1 . . . um

 ,

V =
[
Vr Vn−r

]
n×n

=

 v1 . . . vr vr+1 . . . vn

 ,

Σ =

[
Σr 0

0 0

]
m×n

=


σ1

. . .
σr

 .

则有AV = UΣ. 注意到U和V均为正交阵，因此

A = UΣV −1 = UΣV T .

另外，将等式右侧的表达式按照分块矩阵展开，有

UΣV T =
[
Ur Um−r

] [ Σr 0

0 0

][
V T
r

V T
n−r

]
=
[
Ur Um−r

] [ ΣrV
T
r

0

]
= UrΣrV

T
r .

所以还可以得到A = UrΣrVr.

定理 5.61 (奇异值分解之完整版). 设A ∈ Mm×n(R)满足rank(A) = r. 则存在
(i) 正交矩阵V ∈ Mn(R);
(ii) 正交矩阵V ∈ Mm(R);
(iii) 非负实数σ1, . . . , σr ∈ R,
使得A = UΣV T，其中

Σ =

[
Σr 0

0 0

]
=


σ1

. . .
σr

 .

定理 5.62 (奇异值分解之简化版). 设A ∈ Mm×n(R)满足rank(A) = r. 则存在
(i) 空间Rn的一组标准正交集{v1, . . . , vr};
(ii) 空间Rm的一组标准正交集{u1, . . . , ur};
(iii) 非负实数σ1, . . . , σr ∈ R, 使得

A = σ1u1vT
1 + · · ·+ σrurvT

r .

上式的矩阵形式为

A = UrΣrV
T
r =

 u1 u2 . . . ur




σ1

. . .
σr




vT
1

vT
2

...
vT
r

 .
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下面我们来看两个具体的例子.

例 5.63. 平面R2上的错切变换(k = 2)的奇异值分解为

[
1 2

0 1

]
=

 √
2+1√

4+2
√
2

√
2−1√

4−2
√
2

1√
4+2
√
2

−1√
4−2
√
2




√
2 + 1 0

0
√
2− 1


 1√

4+2
√
2

1+
√
2√

4+2
√
2

1√
4−2
√
2

1−
√
2√

4−2
√
2

 .

如图，作为线性变换，其效果相当于依次作用变换V T、Σ和U . 最先作用的正交矩阵V T的效果是旋转

（或复合镜像反射），之后Σ的作用是在坐标轴上的拉伸、收缩（或复合镜像反射）等，最后作用的正交矩

阵U的效果是再一次的旋转（或复合镜像反射）.

例 5.64. 求矩阵A =


1 1

0 1

1 0

的奇异值分解（完整版）.

解. 根据之前的计算，我们有

ATA =

[
2 1

1 2

]
,

其特征值为λ1 = 3, λ2 = 1. 从而A的奇异值为σ1 =
√
3, σ2 = 1，且rank(A) = 2.

现在我们来找一组由ATA的特征向量构成的标准正交基. 解方程组

0 = (3I −A)x =

[
1 −1

−1 1

]
x, 0 = (I −A)x =

[
−1 −1

−1 −1

]
x,

分别特征子空间E3(A
TA)的一组基x1 =

[
1

1

]
，与E1(A

TA)的一组基x2 =

[
−1

1

]
.

在每个特征子空间内作Gram-Schmidt正交化，分别得

v1 =
x1

‖x1‖
=

[
1/
√
2

1
√
2

]
, v2 =

x2

‖x2‖
=

[
−1/

√
2

1
√
2

]
.

这时，向量组{v1, v2}构成R2的一组标准正交基.
接下来，注意到rank(A) = 2，我们令

u1 =
1

σ1

Av1 =
1√
3


1 1

0 1

1 0


[
1/
√
2

1
√
2

]
=


2/
√
6

1
√
6

1
√
6

 ,

u2 =
1

σ2

Av2 =
1

1


1 1

0 1

1 0


[
−1/

√
2

1
√
2

]
=


0

1
√
2

−1
√
2

 .
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这时{u1, u2}构成R3中的一组标准正交集，我们将它扩充为标准正交基{u1, u2, u3}. 注意到u3与u1, u2均正

交，我们构造方程组

0 =

[
u1

u2

]
y =

[
2/
√
6 1

√
6 1

√
6

0 1
√
2 −1

√
2

]
y,

取解空间的一组基y3 =
[
−1 1 1

]T
. 将其进行Gram-Schmidt正交化，得

u3 =
y3

‖y3‖
=


−1/

√
3

1/
√
3

1/
√
3

 .

这时{u1, u2, u3}便是R3的一组标准正交基.
现在，我们令

U =


2/
√
6 0 −1/

√
3

1
√
6 1

√
2 1/

√
3

1
√
6 −1

√
2 1/

√
3

 , V =

[
1/
√
2 −1/

√
2

1/
√
2 1/

√
2

]
, Σ =

√
3 0
0 1
0 0

 .

则有A = UΣV T，即
1 1

0 1

1 0

 =


2/
√
6 0 −1/

√
3

1
√
6 1

√
2 1/

√
3

1
√
6 −1

√
2 1/

√
3


√

3 0
0 1
0 0

[ 1/
√
2 1/

√
2

−1/
√
2 1/

√
2

]
.

复矩阵A ∈ Mm×n(C)也有对应的奇异值分解A = UΣV ∗，其中U , V均为酉矩阵. 我们不再展示其中
的细节.
（以下灰色部分供有兴趣的同学了解，并不在大纲要求的范围之内.）
矩阵A ∈ Mm×n(R)的许多信息包含在奇异值分解A = UΣV T内. 事实上，我们有

Col(A) = Col(Ur), Null(A) = Col(Vn−r), Row(A) = Col(AT ) = Col(Vr).

在奇异值分解中，我们有类似谱分解的等式

A = σ1u1vT
1 + · · ·+ σrurvT

r ,

这里σ1 设‖ · ‖是Mm×n(R)上定义的某范数. 设k ≤ r. 若我们想用秩为k的矩阵去近似秩为r的矩阵A，则

最佳逼近为

‖A−Ak‖ = min
rank(B)≤k

‖A−B‖,

其中

Ak = σ1u1vT
1 + . . .+ σkukvT

k .

也就是说，矩阵A中最主要的信息都集中在奇异值分解式的左上角部分.
根据应用的需要，我们可以舍弃小奇异值对应的部分，而保留大奇异值对应的部分，所得的矩阵与

原矩阵的差异是较小的. 比如，将图像化成矩阵数据，所得的矩阵维数是很大的，而图像上的不同点之间
往往有很强的相关性，比如说眼睛位置的许多点都是黑色的，因此矩阵的秩往往较小. 这时，使用奇异值
分解可以节省大量的数据储存空间. 比如，左图中的图片是不同灰度的10个横条，对应的10 × 10矩阵秩

为1，矩阵里包含了100个数. 而它的奇异值分解只需要u1、v1这两个10维向量，以及奇异值σ1，共11个数.
另外，将右图中的字母图片写成矩阵并作奇异值分解，当我们取前5个奇异值时，在近似的图片中就已经

能够辨认出所有字母了，而当我们取前10个奇异值时，近似的图片已经具有足够的清晰度了. 奇异值分解
是压缩图片的一种有效方法，也降噪的常用手段.
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5.7 最佳逼近与最小二乘法

在这一节中，我们仅考虑实数的情形，即F = R.
如果我们得到了一组二维数据

(x1, y1), (x2, y2), . . . , (xm, ym).

并希望用一个n− 1次的多项式p(x)去拟合这些数据. 可以设

p(x) = c0 + c1x+ . . .+ cn−1x
n−1,

其中c0, c1, . . . , cn−1是待定的系数. 我们希望求这组系数，使得平方误差∑m

k=1

∣∣yk − (c0 + c1xk + . . .+ cn−1x
n−1
k )

∣∣2
达到最小.

将这个问题用矩阵的语言写出：令

A =


1 x1 . . . xn−1

1

1 x2 . . . xn−1
2

...
... . . . ...

1 xm . . . xn−1
m

 , x =


c0

c1
...

cn−1

 , b =


y1

y2
...
ym

 .

我们要求解x，使得‖y −Ax‖达到最小. 我们将满足上述性质的解称为方程Ax = b的“最小二乘解”.
现在我们假设矩阵A ∈ Mm×n(R), 向量x ∈ Rn和b ∈ Rm均为任意取的. 线性方程组Ax = b未必有解.

我们的目标是找一个最接近该方程组的解，即寻找向量x̂ ∈ Rn，使得

‖Ax̂ − b‖ = min
x∈Rn

‖Ax − b‖.
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注意到

{Ax : x ∈ Rn} = Ran(TA) = Col(A),

因此有

min
x∈Rn

‖Ax − b‖ = min
w∈Col(A)

‖w − b‖.

所以最小二乘解x̂必然是离子空间Col(A)最近的那个向量. 根据几何直观，最近的向量应当是b向子空
间Col(A)作正交投影所得的向量.

定理 5.65. 设W是有限维内积空间(V, 〈·, ·〉)的子空间，而b ∈ V . 则projW (b)是b在W中的最佳逼近，即

对其他向量w ∈ W \ {projW (b)}，均有∥∥b − projW (b)
∥∥ < ‖b − w‖.

证明. 因为
b = projW (b) + projW⊥(b),

我们有

b − w =
(
projW (b)− w

)
+ projW⊥(b).

由于w ∈ W，知 projW (b)− w ∈ W，它与W⊥中的向量是正交的，故(
projW (b)− w

)
· projW⊥(b) = 0.

根据勾股定理，我们得到

‖b − w‖2 = ‖projW (b)− w‖2 + ‖projW⊥(b)‖2 ≥ ‖projW⊥(b)‖2 = ‖b − projW (b)‖2.

即‖b − w‖ ≥
∥∥b − projW (b)

∥∥. 等号成立当且仅当‖projW (b)− w‖ = 0，当且仅当w = projW (b).

定理 5.66. (1) 线性方程组Ax = b的最小二乘解存在，且其任何一个最小二乘解x̂满足projCol(A)b = Ax̂,
也满足ATAx̂ = ATb. (2) 考虑线性方程组Ax = b，则线性方程组ATAx = ATb必定有解. 且ATAx =

ATb的所有解均为Ax = b的最小二乘解.

证明. 首先，我们注意到ATu = 0等价于u ∈ Null(AT ) = Col(A)⊥.
(1) 由之前的推导及前一个定理，知最小二乘解x̂存在，且满足projCol(A)b = Ax̂ ∈ Col(A). 进而

b −Ax̂ = b − projCol(A)b = projCol(A)⊥b ∈ Col(A)⊥.

因而AT (Ax̂ − b) = 0.
(2) 注意到ATb ∈ Col(AT )，而Col(ATA) = Col(AT ). 故存在x̂，使得(ATA)x̂ = ATb. 此时有AT (b −

Ax̂) = 0，于是Ax̂ − b ∈ Col(A)⊥. 这时，我们有正交分解式

b = Ax̂ + (b −Ax̂),

其中Ax̂ ∈ Col(A)，而b −Ax̂ ∈ Col(A)⊥. 故Ax̂ = projCol(A)(b) = minw∈Col(A) ‖w − b‖，即x̂是Ax = b的最
小二乘解.

需要注意的是，矩阵A未必满秩，矩阵ATA不一定可逆，但总可以求出ATAx = ATb的解.

例 5.67. 求下列线性方程组的所有最小二乘解：
x1 + x2 = 0

x2 = 1

x1 = 2

142



线性代数I

解. 将方程组写为Ax = b，有

A =


1 1

0 1

1 0

 , b =


0

1

2

 .

计算得

ATA =

[
2 1

1 2

]
, ATb =

[
1

2

]
.

解方程(ATA)x = ATb，得唯一解x̂ =

[
0

1

]
，即为所求的最小二乘解.

例 5.68. 设W = span{w1,w2}，其中

w1 = (1, 0, 1), w2 = (1, 1, 0).

求R3中向量b = (0, 1, 2)向子空间W作正交投影所得的向量.

解. 令

A = [w1 w2 ] =

[
1 1
0 1
1 0

]
,

则Col(A) = span{w1,w2} = W . 已经计算得到线性方程组Ax = b的最小二乘解为

x̂ =

[
0

1

]
.

我们有

projW (b) = projCol(A)(b) = Ax̂ =


1 1

0 1

1 0


[

0

1

]
=


1

1

0

 .

在本节的最后，回顾多项式拟合的问题，我们可以得到以下结论.

例 5.69. 考虑用不超过n− 1次的多项式

y(x) = c0 + c1x+ . . .+ cn−1x
n−1

拟合m个二元数组(x1, y1), (x2, y2), . . . , (xm, ym). 则多项式系数c0, c1, . . . , cn−1由线性方程组

MTMc = MTy,

给出，其中

M =


1 x1 . . . xn−1

1

1 x2 . . . xn−1
2

...
...

...
...

1 xm · · · xn−1
m

 , y =


y1

y2
...
ym

 , c =


c0

c1
...

cn−1

 .

这样的向量c满足‖y −Mc‖ = minv∈Rn ‖y −Mv‖.

143



线性代数I

5.8 二次型

空间Rn上所有可能的内积〈·, ·〉B形式为

〈x, y〉P = Px · Py = yTP TPx, (x, y ∈ Rn).

前者为欧式内积的点乘形式，后者为矩阵形式，而P ∈ Mn(R)是可逆矩阵. 我们记MTM � = C = [cij ]，

x =
[
x1 x2 . . . xn

]T
, y =

[
y1 y2 . . . yn

]T
. 则内积的具体表达式为

〈x, y〉M = yTCx =
n∑

k=1

n∑
l=1

ykcklxl =
n∑

k=1

n∑
l=1

cklykxl.

而模长的表达式为

‖x‖2 = xTCx =
n∑

k=1

n∑
l=1

cklxkxl.

定义 5.13. 我们称2次齐次多项式为二次型，当它有n个变元x1, x2, . . . , xn时，形如

Q(x1, x2, . . . , xn) =
∑

1≤i≤j≤n

cijxixj ,

其中cij ∈ R (1 ≤ i ≤ j ≤ n). （在这一节中，我们仅考虑系数为实数的情形.）

例 5.70. 以下均为二次型：

� Q(x1, x2, x3) = x2
1 + x2

2 + x3
3.

� Q(x, y) = (x/a)2 + (y/b)2.
� Q(x, y) = (x/a)2 − (y/b)2.
� Q(x, y) = xy.
� Q(x1, x2, x3) = 2x2

1 + 6x1x2 − 5x2
2 + 3x2x3.

作为多项式，我们总有x1x2 = x2x1，可以写成对称的形式：

c12x1x2 =
c12
2
x1x2 +

c12
2
x2x1.

这时，我们有

Q(x1, x2, . . . , xn) =
n∑

i=1

n∑
j=1

aijxixj ,

这里aii = cii (1 ≤ i ≤ n)，而

aij =
1

2
cij , (i < j), aij =

1

2
cji, (i > j).

将其写成矩阵的形式，则有

Q(x) =
[
x1 x2 . . . xn

]

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . ann



x1

x2

. . .

xn

 = xTA x.

这里出现的方阵A是对称矩阵，我们将其称为关于二次型Q(x)的矩阵.
反之，对任意矩阵C = [cij ] ∈ Mn(R)，记

QC(x) = xTC x =
n∑

i=1

n∑
j=1

cijxixj ,
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则QC(x)是一个二次型. 由于每个方阵都可以写成一个对称矩阵与一个斜对称矩阵之和，记C = A + B，

其中A对称、B斜对称. 这时我们得到

QC(x) = xTCx = xTAx + xTBx := QA(x) +QB(x).

对于斜对称矩阵B，我们有BT = −B. 又xTBx是一个数，或1阶矩阵. 于是

QB(x) = xTBx = (xTBx)T = xTBTx = xT (−B)x = −QB(x).

因此我们总有QB(x) = 0，以及QC(x) = QA(x). 所以在实二次型的理论中，我们总假设二次型与对称矩
阵一一对应.
在抽象的内积空间(V, 〈·, ·〉)上，我们也可以定义二次型：设L为V上的算子，满足LT = L,则定义QL(v) =

〈Lv, v〉 (v ∈ V ).

例 5.71. 将下列二次型写成xTAx的形式，其中A对称.
(1) 2x2 + 6xy − 5y2.
(2) x2

1 + 7x2
2 − 3x2

3 + 4x1x2 − 2x1x3 + 8x2x3.

解.（略.）

本节开头的内积〈·, ·〉M与常规的欧式内积的区别，只在于乘了矩阵P .

定义 5.14. 当P ∈ Mn(R)为可逆矩阵时，我们称x = Py为一个变量替换.
当P ∈ Mn(R)为正交矩阵时，我们称x = Py为一个正交变量替换.

注意到

xTA x = (Py)TA (Py) = yT (P TAP )y.

由于A对称，我们总能通过正交对角化，找到正交阵P与对角阵D，使得P TAP = D. 记D = diag(λ1, λ2, . . . , λn)，

则

xTA x == yTDy = λ1y
2
1 + λ2y

2
2 + . . .+ λny

2
n.

定理 5.72. 设A ∈ Mn(R)为对称矩阵. 则存在正交变量替换x = Py，使得二次型QA(x)变为对角二次
型QA(y)（即无交叉项的二次型）.

例 5.73. 试通过正交变量替换将下列二次型对角化

Q = 2x2
1 + 2x2

2 + 2x2
3 + 6x1x2 + 6x1x3 + 6x2x3,

并将Q用新的变量表出.

解. 我们有Q(x) = xTAx，其中

A =


2 3 3

3 2 3

3 3 2

 .

在之前的例子里，我们已经得到A的正交对角化，即P TAP = D，其中

P =


−1/

√
2 −1/

√
6 1/

√
3

1/
√
2 −1/

√
6 1/

√
3

0 2/
√
6 1/

√
3

 , D =

[−1
−1

8

]
.

做正交变换替换x = Py，则有
Q(y) = yTDy = −y21 − y22 + 8y23 .
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下面，我们来研究一下两个变量的二次型的图像. 通过正交变量替换，我们假设二次型具有对角形式

Q(x, y) = λ1x
2 + λ2y

2.

(h) λ1 > 0, λ2 > 0 (i) λ1 > 0, λ2 < 0 (j) λ1 > 0, λ2 = 0

情形1. λ1 > 0, λ2 > 0: Q(x, y) ≥ 0，且Q(x, y) = 0仅在(x, y) = (0, 0)时取到.
情形2. λ1 > 0, λ2 < 0: Q(1, 0) > 0，而Q(0, 1) < 0.
情形3. λ1 > 0, λ2 = 0: Q(x, y) ≥ 0, 而除了原点外，亦有Q(0, 1) = 0.
在其余情形，我们只需更改λ1和/或λ2的正负号，便可以得到相应的结论.

定义 5.15. 矩阵A ∈ Mn(R)，或二次型xTA x, 称为
� 正定的，是指xTA x > 0对任意x 6= 0成立;
� 负定的，是指xTA x < 0对任意x 6= 0成立;
� 半正定的，是指xTA x ≥ 0对任意x均成立;
� 半负定的，是指对任意x均成立;
� 不定的，是指xTA x ≤ 0可以取到正值和负值.

根据之前的讨论以及二元二次型的例子，我们不难得到以下结论.

定理 5.74. 设A为对称矩阵，则

(a) 矩阵A或二次型xTA x正定，当且仅当A的特征值均为正数；

(b) 矩阵A或二次型xTA x负定，当且仅当A的特征值均为负数；

(c) 矩阵A或二次型xTA x半正定，当且仅当A的特征值均为非负实数；

(d) 矩阵A或二次型xTA x半负定，当且仅当A的特征值均为非正实数；

(e) 矩阵A或二次型xTA x不定，当且仅当A的特征值即有正数、又有负数.

接下来我们一类考虑条件极值问题：二次型xTA x在单位球面上（即限制条件 ‖x‖ = 1下）的最大、最

小值.

定理 5.75. 设A ∈ Mn(R)为对称矩阵，其特征值为λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λn. 则
(1) 二次型xTAx在单位球面上可取到最大、最小值；
(2) 其最大值在关于特征值λ1的特征向量上取到;
(2) 其最小值在关于特征值λn的特征向量上取到.
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证明. 将矩阵A正交对角化，设Avi = λivi (1 ≤ i ≤ n)，其中v1, v2, . . . , vn构成Rn的标准正交基. 取P =[
v1 v2 . . . vn

]
以及D = diag(λ1, λ2, . . . , λn)，则P TAP = D. 作正交变量替换x = Py下，我们有vi =

Pei (1 ≤ i ≤ n)，以及

‖y‖ = ‖Px‖ = ‖x‖ = 1.

上式用到了正交矩阵作为线性变换是保持向量长度不变的. 另外，我们有

xTAx = yTDy =
n∑

i=1

λiy
2
i .

由于λn ≤ λi ≤ λ1 (1 ≤≤ i)，得

xTAx ≤
n∑

i=1

λ1y
2
i = λ1‖y‖2 = λ1.

类似地，有xTAx ≥ λn. 另外，可以验证

vT
1 Av1 = (Pe1)TA(Pe1) = eT1 P TAPe1 = eT1 De1 = λ1.

类似有vT
nAvn = λn. 定理得证.

例 5.76. 求二次型z = 5x2 + 5y2 + 4xy在限制条件x2 + y2 = 1上的最大、最小值.

解.（略.）

5.9 极分解

（此灰色部分共有兴趣的同学们了解，不在大纲要求的范围内. ）
对于复数z ∈ C，我们有极坐标表达z = reiθ，其中r ≥ 0，而|eiθ| = 1. 将z看成1阶复矩阵，则r和eiθ分

别对应半正定矩阵和酉矩阵. 在这一节中，我们证明高阶的矩阵也有类似的分解形式. 方便起见，我们仅
考虑实矩阵的情形，对于复矩阵，类似的结论也是成立的.

定理 5.77 (极分解定理). 设A ∈ Mn(R). 则存在正交矩阵P以及半正定矩阵H,H ′，使得

A = HP = PH ′.

证明. 根据奇异值分解，存在正交阵U、V以及对角矩阵Σ，使得A = UΣV T . 这时，我们有

A = (UΣUT )(UV ) = (UV )(V TΣV ).

取P = UV , H = UΣUT , H ′ = V TΣV . 因U、V均是正交阵，所以P为正交矩阵. 另外，不难验证H是对

称的，且

det(λI −H) = det(λI − UΣUT ) = det
(
U(λI − Σ)UT

)
= det(λI − Σ),

即H与Σ的特征值相同，为非负实数. 所以矩阵H是半正定的. 类似可得H ′是半正定矩阵.

在课程的最后，我们用一张图标来展示复矩阵全体所具有的一些结构.
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