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1 第一章：线性方程组与矩阵

1.1.线性方程组入门, Introduction to systems of linear equations

Definition 1.1. 令n为任意自然数，a1, . . . , an，b为常数。我们称n元一一一次次次方程

a1x1 + a2x2 + . . .+ anxn = b

为一个(含有n个未知数的)线线线性性性方程。

也就是说，在本课程中，线性与一次是同一个意思。比如方程2x2
1 + sinx2 −

5x3 = 0不是一个线性方程，因为x1的次数为2，并且sinx2也不能写成x2的一次方

形式。

Definition 1.2. 令m与n为任意自然数， a11, . . . , a1n, a21, . . . , a2n, . . .am1, . . . , amn,

b1, . . . , bm为常数，我们称以下m个n元一次方程组成的方程组

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2

...

am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = bm

为一个线线线性性性方方方程程程组组组。特别地，若b1 = . . . = bm = 0，则称该线性方程组为齐齐齐次次次

线性方程组。显然，aij指代第i个方程里第j个未知数xj的系数。这里i的取值范围

为1, 2, . . . ,m, j的取值范围为1, 2, . . . , n。

给定任何一个(由m个n元一次方程组成的)线性方程组

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2

...

am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = bm
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我们将由未知数系数aij , i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n组成的矩形点阵
a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

... . . . ...

am1 am2 . . . amn


为该线性方程组的系数矩阵(coefficient matrix)。显然aij位于该矩阵第i行与第j列相

交的位置上。如果我们把方程组最右侧的常数b1, . . . , bm作为列添加到系数矩阵的

最右边，那么所得到的矩阵
a11 a12 . . . a1n b1

a21 a22 . . . a2n b2
...

... . . . ...
...

am1 am2 . . . amn bm


被称为该线性方程组的增广矩阵(augmented matrix)。

反之，若给定一个由m行和n列组成的矩阵A

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

... . . . ...

am1 am2 . . . amn


(这里aij指代该矩阵第i行与第j列相交的位置上出现的常数)以及一个由m个坐标组

成的向量b = (b1, . . . , bm),那么A与b可以确定一个(由m个n元一次方程组成的)线性

方程组

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2

...

am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = bm

显然，该线性方程组对应的系数矩阵为A，对应的增广矩阵为(A, b)。注意我们经

常用记号(A, b)指代以下矩阵
a11 a12 . . . a1n b1

a21 a22 . . . a2n b2
...

... . . . ...
...

am1 am2 . . . amn bm


4



Remark 1.3. 1. 若一个矩阵由m行和n列所构成，我们称其为一个m × n-矩阵。

因此一个(由m个n元一次方程组成的)线性方程组的系数矩阵为一个m× n-矩

阵，它的增广矩阵则为一个m× (n+ 1)-矩阵。

2. 一个由m个坐标组成的向量(简称为m-向量)b = (b1, . . . , bm)可以被视为一

个行向量，即一个1 ×m-矩阵；也可以被视为一个列向量，即一个m × 1-矩

阵,且在此时记为

b =


b1

b2
...

bm


比如在记号(A, b)里我们就把b看作一个列向量。究竟是把一个向量视为行向

量还是列向量取决于具体的应用环境，我们在后面的课程学习中会逐渐了

解。

3. 诚然每一个(由m个n元一次方程组成的)线性方程组都可以被它的增广矩阵唯

一表示，但是矩阵作为线性代数里的一个独立概念并不不不是是是必必必须须须要与线性方程

组联系起来(尽管目前我们使用矩阵的目的是为了求解线性方程组)。更多关

于矩阵本身的知识与应用将在后续课程中逐渐展示。

例子：

1. 线性方程组

x− y = 1

2x+ y = 6

的系数矩阵为 [
1 −1

2 1

]
,

增广矩阵则为 [
1 −1 1

2 1 6

]
.

2. 线性方程组

x+ y = 4

3x+ 3y = 6

的系数矩阵为 [
1 1

3 3

]
,

5



增广矩阵则为 [
1 1 4

3 3 6

]
.

3. 矩阵A = 
1 −1 2

2 −2 4

3 −3 6


与向量b = (5, 10, 15)所对应的线性方程组为

x− y + 2z = 5

2x− 2y + 4z = 10

3x− 3y + 6z = 15.

即，该方程组的系数矩阵为A,增广矩阵为(A, b)。

现在我们来解上面的第一个方程组

x− y = 1

2x+ y = 6.

注意它的增广矩阵为B1 = [
1 −1 1

2 1 6

]
.

求解的思路当然是消元。具体步骤如下：

1. 首先我们将第一个方程乘以−2,然后加到第二个方程上去来消掉第二个方程
里的未知数x。我们所得到的新方程组为

x− y = 1

3y = 4.

注意这个方程组的增广矩阵变成了B2 =[
1 −1 1

0 3 4

]
.

显然，B2是通过将矩阵B1的第一行乘以−2后加到第二行，同时保留第一行

不变所得到的。

2. 对于方程组

x− y = 1

3y = 4
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我们将第二个方程等号两边都乘以1/3,得到另一个方程组

x− y = 1

y =
4

3

对应的增广矩阵为B3 = [
1 −1 1

0 1 4
3

]
.

显然，B3是通过将矩阵B2的第二行乘以1/3，同时保留第一行不变所得到

的。

3. 现在我们把方程组

x− y = 1

y =
4

3

的第二个方程加到第一个方程上面，得到新方程组

x =
7

3

y =
4

3

显然这个最终得到的方程组给出了原方程组的解，其对应的增广矩阵为B4 =[
1 0 7

3

0 1 4
3

]

并且系数矩阵为 [
1 0

0 1

]
.

注意B4是通过将矩阵B3的第二行加到第一行，同时保留第二行不变所得到

的。

由以上观察我们可以得到以下结论：

• 对以上(由2个二元一次方程组成的)线性方程组进行消元求解的过程实际上

是对该方程组所对应的增广矩阵的行进行一系列操作使其最终变为[
1 0 s1

0 1 s2

]

这种形式的过程，且此时x = s1, y = s2即为该方程组唯一的一组解。

• 在此过程中矩阵列与列之间不发生任何关系。
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• 在此过程中矩阵的行与行之间所进行的操作包括:

1. 将某一行乘以某个非零的常数，其他行保持不变；

2. 将某一行乘以某个常数后加到另外一行上去，且除了被加的行之外其他

的行保持不变。

基于此，我们引入一下重要概念:

Definition 1.4 (初等行变换，elementary row operations). 假设C为任意m × p-矩阵。

以下三种操作被称为(对矩阵C的)初等行变换:

1. 将C的第i行 (i = 1, . . . ,m)乘以某个非非非零零零的常数c，其他行保持不变 (可记为:

i-th row ×c );

2. 将C的第i行 (i = 1, . . . ,m)乘以某个常数c后加到第k行上去 (k = 1, . . . ,m且k ̸=
i)，且除了第k行之外其他的行保持不变 (可记为: i-th row ×c + k-th row );

3. 将C的第i行 (i = 1, . . . ,m)与第k行 (k = 1, . . . ,m且k ̸= i)互换 (可记为: i-th

row ↔ k-th row )，其他行保持不变。

考虑线性方程组

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2

...

am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = bm

及其对应的增广矩阵为B = (A, b) (A为其系数矩阵)
a11 a12 . . . a1n b1

a21 a22 . . . a2n b2
...

... . . . ...
...

am1 am2 . . . amn bm

 .

那么由之前的讨论我们知道

1. “将第i个方程的等号两边乘以c ̸= 0” 对应 “将B的第i行乘以某个非零的常

数c，其他行保持不变”，即第一类初等行变换；

2. “将第i个方程乘以c再加到第k个方程上去”对应 “将B的第i行乘以某个常数c后

加到第k行上去 (k ̸= i)，且除了第k行之外其他的行保持不变”，即第二类初

等行变换；

3. “将第i个方程与第k个方程互换”对应 “将A的第i行与第k行 (k ̸= i) 互换，其

他行保持不变”，即第三类初等行变换。
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4. 若m = n,即方程个数与未知数个数相等，且通过对增广矩阵B = (A, b)进行

一系列初等行变换操作后得到以下形状的(增广)矩阵B̃ =
1 0 . . . 0 s1

0 1 . . . 0 s2
...

... . . . ...
...

0 0 . . . 1 sn

 ,

那么该方程组具有唯一的一组解x1 = s1, x2 = s2, . . . , xn = sn。这里我们

把B̃记为B̃ = (In, s), In被称为n × n–单位矩阵，它的对角线上所有元素均
为1，其他不在对角线上的元素均为0;列向量s = (s1, . . . , sn)是方程的解。

因此，从现在开始，我们可以把对线性方程组 (m = n)的消元求解过程转化为如
何通过一系列初等行变换将其对应的增广矩阵B = (A, b)转化为B̃ = (In, s)的过

程，此时s即为方程组的唯一解。特别地，我们现在操作的对象由方程组变为矩

阵。

在结束本节之前，我们需要注意到另一个非常重要的问题:并非所有线性方程

组对应的增广矩阵都可以通过初等行变换转为B̃ = (In, s)的形式！ 比如当方程个

数m与未知数个数n不相等时，原增广矩阵B无法变成B̃ = (In, s)的形式 (为什么？

)；同时，即使m = n，一些线性方程组的增广矩阵依然不能通过初等行变换转

为B̃ = (In, s)的形式，比如方程组

x− y + 2z = 5

2x− 2y + 4z = 10

3x− 3y + 6z = 15

对应的增广矩阵B = 
1 −1 2 5

2 −2 4 10

3 −3 6 15


通过消元求解所对应的初等行变换后最终所得到的形式是

1 −1 2 5

0 0 0 0

0 0 0 0


并不满足(I3, s)这样的形式。注意此时可以看出该方程组具有无穷多个解x = 5 +

r − 2s, y = r, z = s，这里r和s可以为任何数。

作为总结，我们在这一节中的收获为:
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• 我们可以把对线性方程组 (m = n)的消元求解过程转化为如何通过一系列初
等行变换将其对应的增广矩阵B = (A, b)转化为B̃ = (In, s)的过程。此时向

量s给出方程的唯一解。

• 并非所有方程组的增广矩阵B都可以通过一系列初等行变换转化为B̃ = (In, s)的

形式。

• 一个线性方程组的增广矩阵B通过一系列初等行变换所转化成的某种“最终
形态”决定了该方程组是否有解，以及解是否唯一。

在1.2节我们将学习如何将一个线性方程组的增广矩阵B通过一系列初等行变换转

化成的一种特殊的“最终形态”，以及如何通过这个“最终形态”确定该方程组是否

有解，解是否唯一，以及求出具体解 (在有解的情况下)。

1.2.高斯消元法，Gaussian Elimination

在上一节我们提到，可以通过一系列初等行变换，将一个线性方程组的增广

矩阵转化为一种特殊的“最终形态”，这种“最终形态”能够帮助我们确定该方程组

是否有解，解是否唯一，以及求出具体解 (在有解的情况下)。在本节我们将会学习

到这种“最终形态”就是所谓的阶梯型 (row echelon form) 或者简化阶梯型 (reduced

row echelon form)。首先我们给出定义：

Definition 1.5 (阶梯型与简化阶梯型). 若一个矩阵满足以下三个条件:

1. 该矩阵中任何不为0的行里所包含的第一个非零的项都是1。我们称这样的项

为主主主1 (leading 1);

2. 该矩阵中任何为0的行一定在不为0的行的下方;

3. 对于该矩阵中任意两个相相相邻邻邻且不不不为为为0的行，上上上面面面的行里所包含的主主主1一定位

于下下下面面面的行里所包含的主1的左左左侧侧侧;

那么该矩阵被称为阶阶阶梯梯梯型型型。若一个阶阶阶梯梯梯型型型额外满足以下条件

• 该矩阵中任何不为0的行里所包含的主主主1是其所在的列列列里唯唯唯一一一一一一个个个不不不为为为0的

项，

那么该矩阵被称为简简简化化化阶阶阶梯梯梯型型型。

例子：
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1. 矩阵 
1 −1 2

0 2 0

0 0 0


不是阶梯型，因为第二行中第一个非零的项是2，不等于1。

2. 矩阵 
1 −1 2

0 0 0

0 0 1


不是阶梯型，因为不为0的第三行在为0的第二行下面。

3. 矩阵 
1 −1 2

0 0 1

0 1 0


不是阶梯型，因为第二行的主1在第三行主1的右边。

4. 矩阵 
1 4 −3 7

0 0 6 2

0 0 1 5


是阶梯型，但不是简化阶梯型，因为第二行的主1不是它所在列中唯一的非

零项，同样，第三行的主1不是它所在列中唯一的非零项。

5. 矩阵 
1 0 0 4

0 1 0 7

0 0 1 −1


是简化阶梯型。

下面我们介绍如果将任意给定的一个矩阵通过一系列初等行变化将其转化为一个

阶梯型或者简化阶梯型。大家可以参照教材第14页到17页的两个例子的具体计算

过程。我们这里使用教材第14页上的矩阵作为示例：考虑矩阵B =
0 0 −2 0 7 12

2 4 −10 6 12 28

2 4 −5 6 −5 −1

 .

1. 首先我们知道原矩阵第一行的第一个非零项必然在第一列之后 (实际上通过

观察第二列的情况可知在第二列之后)，而原矩阵第二行与第三行的第一个

非零项都在第一列里，这意味着目前第一行所包含的主1必然在目前第二行
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和第三行所包含的主1右边，与阶梯型要求的条件3不符。因此我们需要将第

一行与第二行或者与第三行进行交换 (来保证阶梯型的条件3成立)。这里第

一行与第二行交换，所得到的矩阵为B1 =
2 4 −10 6 12 28

0 0 −2 0 7 12

2 4 −5 6 −5 −1

 .

2. 现在我们将第一行乘以1/2使得第一行第一个非零项为1，从而得到第一行的

主1: B2 = 
1 2 −5 3 6 14

0 0 −2 0 7 12

2 4 −5 6 −5 −1

 .

3. 现在我们注意到B2里第三行的第一个非零项2仍在第一列里，这意味着B2的

第三行的主1与第一行的主1都在第一列里，不满足阶梯型的条件3。因此我

们必须把第三行第一列上的项消掉，即，将第一行乘以−2加到第三行上，得

到B3 = 
1 2 −5 3 6 14

0 0 −2 0 7 12

0 0 5 0 −17 −29

 .

4. 现在我们注意到B3第二行的第一个非零项为−2位于第三列上。通过对第二

行乘以−1/2我们得到第二行的主1: B4 =
1 2 −5 3 6 14

0 0 1 0 −7
2

−6

0 0 5 0 −17 −29

 .

5. 注意到B4里第三行的第一个非零项为5，它与第二行的主1处于同一列上，不

符合阶梯型条件3，因此我们仿照第三步，通过将第二行乘以−5加到第三行，

将该项消掉，得到B5 = 
1 2 −5 3 6 14

0 0 1 0 −7
2

−6

0 0 0 0 1
2

1

 .

6. 现在只需对第三行乘以2去得到第三行的主1: B6 =
1 2 −5 3 6 14

0 0 1 0 −7
2

−6

0 0 0 0 1 2

 .
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显然，根据定义，矩阵B6是一个阶梯型。如果我们想将其继续转化为简化阶梯型，

则需要将第三列 (即第二行的主1所在的列)和第五列 (即第三行的主1所在的列)通

过初等行变换分别转化为 
0

1

0

 .

与 
0

0

1

 .

最终得到的简化阶梯型为R = 
1 2 0 3 0 7

0 0 1 0 0 1

0 0 0 0 1 2

 .

在实际操作中，大家可以根据自己的个人喜好，经验，以及矩阵的具体样子来决

定如何进行初等行变换将其转化为阶梯型或简化阶梯型。比如可以遵循下面的几

个核心步骤：

• 首先浏览矩阵的所有行，找出所有不为0的行，并将所有为0的行全部移动到

矩阵的下方，确保所有不为0的行都在所有为0的行的上方。

• 在每个不为0的行里都找出其包含的第一个不为0的项所在的列。假设第i行

所包含的第一个不为0的项所在的列是其中最靠左的，那么将第i行与第一行

进行交换。

• 在交换过后得到的矩阵里，第一行所包含的第一个不为0的项假设为常数a，

将第一行乘以1/a，得到第一行里的主1。

• 假设现在所得到的矩阵里第一行的主1所在的列为第j列，那么通过初等行变

换将该列里所有其他的项 (即首行主1下方的所有项)均消为0。注意这一步的

意图是为了确保首行所包含的主1处于最左边。

• 现在可以暂时忘记第一行和第一列，我们观察剩下的m− 1行和n− 1列 (假设

原矩阵为m×n-矩阵)，然后对其重复以上步骤。直到将其化为阶梯型为止。

• 将该阶梯型里所有行包含的主1上方和下方的非零项通过初等行变换全部消

为0，即可得到简化阶梯型。

现在我们将原矩阵B = 
0 0 −2 0 7 12

2 4 −10 6 12 28

2 4 −5 6 −5 −1
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视为方程组

−2x3 + 7x5 = 12

2x1 + 4x2 − 10x3 + 6x4 + 12x5 = 28

2x1 + 4x2 − 5x3 + 6x4 − 5x5 = −1

的增广矩阵，那么该方程组的解与其阶梯型B6 =
1 2 −5 3 6 14

0 0 1 0 −7
2

−6

0 0 0 0 1 2


所对应的方程组

x1 + 2x2 − 5x3 + 3x4 + 6x5 = 14

x3 −
7

2
x5 = −6

x5 = 2

具有同样的解；类似的，与其简化阶梯型R =
1 2 0 3 0 7

0 0 1 0 0 1

0 0 0 0 1 2

 .

所对应的方程组

x1 + 2x2 + 3x4 = 7

x3 = 1

x5 = 2

具有同样的解。显然不论是方程组

x1 + 2x2 − 5x3 + 3x4 + 6x5 = 14

x3 −
7

2
x5 = −6

x5 = 2

还是方程组

x1 + 2x2 + 3x4 = 7

x3 = 1

x5 = 2
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都能容易的给出原方程组的解：

x1 = 7− 3r − 2s, x2 = s, x3 = 1, x4 = r, x5 = 2

这里r, s可以为任意常数。

我们将把一个线性方程组对应的增广矩阵通过一系列初等行变换转化为阶梯

型的过程称之为高斯消元法 (Gauss elimination)，把一个线性方程组对应的增广

矩阵通过一系列初等行变换转化为简化阶梯型的过程称之为高斯-若尔当消元法

(Gauss–Jordan elimination)。

Definition 1.6. 假设B是一个线性方程组的增广矩阵，其对应的阶梯型B̃或者简化

阶梯型R里不为0的行里所包含的主1所对应的未知数被称为该方程组的主元 (lead-

ing variable)，主元之外的所有未知数被称为该方程组的自由元 (free variable)。

比如在上面的例子里，由于简化阶梯型为R =
1 2 0 3 0 7

0 0 1 0 0 1

0 0 0 0 1 2

 ,

我们知道x1, x3, x5为方程组的主元， x2, x4为方程组的自由元。

由以上的计算容易看出，若方程组有解，那么该方程组的自由元所对应的解

可以取任意值 (即自由取值，这是自由元名字里“自由”一词的由来)；而当我们给

自由元赋予特殊的值之后，主元所对应的解则被唯一确定。比如上面的例子中，

我们已求出方程组

−2x3 + 7x5 = 12

2x1 + 4x2 − 10x3 + 6x4 + 12x5 = 28

2x1 + 4x2 − 5x3 + 6x4 − 5x5 = −1

的解为

x1 = 7− 3r − 2s, x2 = s, x3 = 1, x4 = r, x5 = 2

这里r, s可以为任意常数。若我们选择r = 1, s = 1, 那么在对应的解里面，主

元x1必然只能取值为x1 = 7 − 3 − 2 = 2，此外x3 = 1和x5 = 2显然已经被唯一确

定。

我们将

x1 = 7− 3r − 2s, x2 = s, x3 = 1, x4 = r, x5 = 2; r, s为任意常数

15



这样的表示称为方程组的通解 (general solution)，将

x1 = 2, x2 = 1, x3 = 1, x4 = 1, x5 = 2

(选择r = s = 1后得到的解)这样的写法称为方程组的特解。显然特解是通过对通

解里的自由元赋予具体数值后得到。

通过本节内的计算与观察，我们可以看出来一个线性方程组的增广矩阵经过

初等行变换所得到的阶梯型或简化阶梯型的样子能够决定这个方程组是否有解，

以及有解时是否有唯一解。总结如下: 设某个(由m个n元一次方程组成的)方程组

的增广矩阵B = (A, b) (A为系数矩阵)，其对应的简化阶梯型为R = (U, s) (这

里s为矩阵R最右边的列)。

• 假如存在某个i ∈ {1, . . . ,m}使得矩阵U的第i行为0，而列向量s的第i个坐

标si ̸= 0，那么该方程组无解。反之该方程组至少有一个解。

• 如果矩阵U = In为n × n-单位矩阵，那么该方程组有且只有一组解，这个解

就是向量s。

• 若方程有解，且U ̸= In，那么该方程组有无穷多组解。

我们将在后续的学习中给出以上结论的严格证明。这里我们注意到以上结论已经

回答了第1.1节最后提出的猜测。此外，我们很容易看出

• 假设某个(含有n个未知数的)线性方程组的增广矩阵为B，B̃与R分别为由B转

化的阶梯型和简化阶梯型。那么该方程组主元的个数k = B̃或者R里主1的个

数 = B̃或者R里非零行的个数；该方程组自由元的个数= n− k。

在本节的最后我们讨论一类特殊的线性方程组：齐次线性方程组

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = 0

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = 0

...

am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = 0

显然，任何齐次线性方程组都至少有一个解：

x1 = 0, x2 = 0, . . . , xn = 0.

这样的解被称为平凡解 (trivial solution)。如果齐次线性方程组有区别于平凡解的
其他解，那么这些解被称为非平凡解 (nontrivial solutions)。注意：若一个齐次线性

方程组有一个非平凡解，那么它必然有无穷多个非平凡解 (请思考为什么)。
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1.3.矩阵与矩阵运算，Matrices and Matrix Operations

在本节中大家不需要把矩阵与线性方程组联系起来。我们单独研究矩阵这个

对象。

首先我们引入一下记号和定义：

• 所有m × n-矩阵的集合记为Mm×n。因此我们经常用A ∈ Mm×n指代A是一

个m× n-矩阵。

• 若m = n,即矩阵的行数等于列数，那么我们也称n×n-矩阵为n阶方阵 (square
matrix)。

• 对于一个n× n-方阵A = 
a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

... . . . ...

an1 an2 . . . ann

 ,

我们称向量(a11, a22, . . . , ann)为A的对角线。注意对角线是只有方阵才有的概

念。

• 对于m× n-矩阵A = 
a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

... . . . ...

am1 am2 . . . amn


有时候我们也用Aij指代aij ,用[aij]表示A。

• 1× 1-矩阵就是一个常数a。

• 对于一个向量b = (b1, b2, . . . , bn)，我们可以将其视为一个行向量，即1×n-矩

阵，此时将其记为

b =
[
b1 b2 . . . bn

]
,

也可以将其视为一个列向量，即n× 1-矩阵，此时记为

b =


b1

b2
...

bn

 .
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• 对于m× n-矩阵A = 
a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

... . . . ...

am1 am2 . . . amn


我们将其第i行记为ri =

[
ai1 ai2 . . . ain

]
, i = 1, . . . ,m，那么A可以被表示

为 A = 
r1

r2
...

rm

 .

我们称其为矩阵A的行向量表示。

• 类似的，对于m× n-矩阵A =
a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

... . . . ...

am1 am2 . . . amn



我们将其第j列记为cj =


a1j

a2j
...

amj

，那么A可以被表示为 A =

[
c1 c2 . . . cn

]
.

我们称其为矩阵A的列向量表示。

本章的主要内容是定义矩阵的运算法则：

1. 矩阵A ∈ Mm1×n1与矩阵B ∈ Mm2×n2相等，即A = B，当且仅当m1 = m2,

n1 = n2，并且Aij = Bij对一切i = 1, . . . ,m1 = m2和j = 1, . . . , n1 = n2成立。

2. 对于矩阵A ∈ Mm×n,常数c,矩阵A与c的标量积(scalar product)，记为cA，定

义为 (cA)ij = cAij。显然cA ∈ Mm×n。

3. 若矩阵A ∈ Mm×n与矩阵B ∈ Mm×n，那么A与B的和(sum)定义为 (A+B)ij =

Aij + Bij。类似的，A与B的差(difference)定义为 (A − B)ij = Aij − Bij。显

然A + B ∈ Mm×n，A− B ∈ Mm×n。注意，若A ∈ Mm1×n1， B ∈ Mm2×n2不

满足m1 = m2, n1 = n2，那么A+B与A−B无法被定义。
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4. 对于A1 ∈ Mm×n, A2 ∈ Mm×n, ..., Ar ∈ Mm×n，c1, c2 . . . , cr为常数，定

义c1A1 + c2A2 + . . .+ crAr为m× n-矩阵，满足

(c1A1 + c2A2 + . . .+ crAr)ij = c1(A1)ij + c2(A2)ij + . . .+ cr(Ar)ij.

矩阵c1A1+ c2A2+ . . .+ crAr被称为A1, A2, . . . , Ar关于系数c1, c2, . . . , cr的线性

组合(linear combination of A1, A2, . . . , Ar with coefficients c1, c2, . . . , cr)。
5. 现在我们来定义矩阵的乘法运算法则。首先我们定义行向量与列向量之间

的乘积:令r =
[
r1 r2 . . . rn

]
为一个具有n个坐标的行向量，即1 × n-矩

阵；令c =


c1

c2
...

cn

为一个具有n个坐标的列向量，即n× 1-矩阵，那么它们的乘

积rc为一个常数，即1× 1-矩阵 rc = r1c1 + r2c2 + . . . rncn。

利用这个规则，我们可以对更多的矩阵定义乘法运算。具体来说，若A为m×
r-矩阵，B为r × n-矩阵，那么A与B的乘积AB为一个m × n-矩阵，它满足：

将A用行向量表示： A = 
r1

r2
...

rm

 ,

ri =
[
ai1 ai2 . . . air

]
, i = 1, . . . ,m;将B用列向量表示： B =[

c1 c2 . . . cn

]
,

cj =


b1j

b2j
...

brj

, j = 1, . . . , n，那么乘积AB在第i行第j列上的项定义为

(AB)ij = ricj = ai1b1j + ai2b2j + . . .+ airbrj,

即，(AB)ij为矩阵A第i行与矩阵B第j列的乘积，对任何i = 1, . . . ,m, j =

1, . . . , n。可将AB写为矩阵的形式： AB =
r1c1 r1c2 . . . r1cn

r2c1 r2c2 . . . r2cn
...

... . . . ...

rmc1 rmc2 . . . rmcn.
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• 例子：假设A = [
1 2 4

2 6 0

]
,

B = 
4 1 4 3

0 −1 3 1

2 7 5 2


那么由于A为2× 3-矩阵，B为3× 4-矩阵，根据矩阵乘法的定义，AB为

一个2× 4-矩阵，且有

(AB)11 =
[
1 2 4

]
︸ ︷︷ ︸
A的第1行


4

0

2


︸︷︷︸

B的第1列

= 1× 4 + 2× 0 + 4× 2 = 12;

(AB)12 =
[
1 2 4

]
︸ ︷︷ ︸
A的第1行


1

−1

7


︸ ︷︷ ︸
B的第2列

= 1× 1 + 2× (−1) + 4× 7 = 27;

(AB)13 =
[
1 2 4

]
︸ ︷︷ ︸
A的第1行


4

3

5


︸︷︷︸

B的第3列

= 1× 4 + 2× 3 + 4× 5 = 30;

(AB)13 =
[
1 2 4

]
︸ ︷︷ ︸
A的第1行


3

1

2


︸︷︷︸

B的第4列

= 1× 3 + 2× 1 + 4× 2 = 13;

(AB)21 =
[
2 6 0

]
︸ ︷︷ ︸
A的第2行


4

0

2


︸︷︷︸

B的第1列

= 2× 4 + 6× 0 + 0× 2 = 8;

(AB)22 =
[
2 6 0

]
︸ ︷︷ ︸
A的第2行


1

−1

7


︸ ︷︷ ︸
B的第2列

= 2× 1 + 6× (−1) + 0× 2 = −4;
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(AB)23 =
[
2 6 0

]
︸ ︷︷ ︸
A的第2行


4

3

5


︸︷︷︸

B的第3列

= 2× 4 + 6× 3 + 0× 5 = 26;

(AB)24 =
[
2 6 0

]
︸ ︷︷ ︸
A的第2行


3

1

2


︸︷︷︸

B的第4列

= 2× 3 + 6× 1 + 0× 2 = 12.

因此AB = [
12 27 30 13

8 −4 26 12

]
.

• 假设A为一个m× r-矩阵，c为一个r× 1-矩阵，即一个含有r个坐标的列

向量，那么根据矩阵乘法定义，Ac为一个m× 1-矩阵，即一个含有m个

坐标的列向量。因此，若B为一个r × n-矩阵，将B用列向量表示为[
c1 c2 . . . cn

]
,

每个cj为r × 1-矩阵， j = 1, . . . , n，那么容易验证

AB = A
[
c1 c2 . . . cn

]
=

[
Ac1 Ac2 . . . Acn

]
,

即A与B的乘积AB的第j列为矩阵A与B的第j列cj (作为r × 1-矩阵)的乘
积Acj，也即AB的列向量表示为：[

Ac1 Ac2 . . . Acn

]
.

• 假设若B为一个r × n-矩阵，r为一个1 × r-矩阵，即一个含有r个坐标

的行向量，那么根据矩阵乘法定义， rB为一个1 × n-矩阵，即一个含

有n个坐标的行向量。因此，若A为一个m× r-矩阵，将A用行向量表示

为 
r1

r2
...

rm

 ,

每个ri为1× r-矩阵，i = 1, . . . ,m，那么容易验证

AB =


r1

r2
...

rm

B =


r1B

r2B
...

rmB,
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即A与B的乘积AB的第i行为矩阵A的第i行ri (作为1×r-矩阵)与矩阵B的

乘积riB，也即AB的行向量表示为
r1B

r2B
...

rmB

 .

• 对任何m × n-矩阵A与含有n个坐标的向量s = (s1, . . . , sn)，将s视为列

向量，即n × 1-矩阵，那么由矩阵乘法定义可知As是一个m × 1-矩阵，

即一个包含m个坐标的列向量：

As =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

... . . . ...

am1 am2 . . . amn




s1

s2
...

sn

 =


a11s1 + a12s2 + . . .+ a1nsn

a21s1 + a22s2 + . . .+ a2nsn
...

am1s1 + am2s2 + . . .+ amnsn

 .

因此，s = (s1, . . . , sn)是线性方程组

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2

...

am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = bm

的一个解当且仅当As = b，这里A为方程组的系数矩阵，s视为列向量，

b = 
b1

b2
...

bm


也视为列向量。

• 将m× n-矩阵A用列向量表示：

A =
[
c1 c2 . . . cn

]
,

那么显然有

As =


a11s1 + a12s2 + . . .+ a1nsn

a21s1 + a22s2 + . . .+ a2nsn
...

am1s1 + am2s2 + . . .+ amnsn

 = s1c1 + s2c2 + . . .+ sncn.
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即As是A的列向量c1, . . . , cn(视为m × 1-矩阵)关于系数s1, . . . , sn的线性

组合。

6. 若A为一个m×n-矩阵，那么它的转置(transpose)，记为A⊤，是一个n×m-矩

阵，满足

(A⊤)ij = (A)ji

对所有i = 1, . . . , n，j = 1, . . . ,m。注意，若将A用列向量表示：

A =
[
c1 c2 . . . cn

]
,

那么A⊤的行向量表示为：

A⊤ =


c⊤1

c⊤2
...

c⊤n

 ,

这里ci =


a1i

a2i
...

ami

， c⊤i =
[
a1i a2i . . . ami

]
。例如矩阵

B =


2 3

1 4

5 6


的转置为

B⊤ =

[
2 1 5

3 4 6

]
.

7. 若A为n× n-方阵，那么它对角线上所有项的和被称为A的迹(trace)，记为

tr(A) = a11 + a22 + . . .+ ann.

例如，矩阵

A =


−1 2 7 0

3 5 −8 4

1 2 7 −3

4 −2 1 0


的迹为tr(A) = −1 + 5 + 7 + 0 = 11。

8. 矩阵可以被划分为若干个子矩阵(submatrix)，比如

A =


a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

a31 a32 a33 a34

 =

[
A11 A12

A21 A22

]
,
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A11 =

[
a11 a12 a13

a21 a22 a23

]
, A12 =

[
a14

a24

]
, A21 =

[
a31 a32 a33

]
, A22 =

[
a34

]
就是A的子矩阵。像A =

[
A11 A12

A21 A22

]
这样的表示也被叫做分块矩阵(partitioned

matrix)。显然矩阵的行向量表示与列向量表示都是将A表示为分块矩阵。

以上所定义的关于矩阵的加，减，乘，转置的运算所遵循的规则请阅读英文教材

第1.4节，尤其是Theorem 1.4.1，Theorem 1.4.2，Theorem 1.4.8。这里我们特别注
意到矩阵的乘法运算法则与我们高中所熟悉的实数的乘法运算法则在有些地方是

有重要区别的：

• 我们知道，若a与b为两个常数，那么必然有ab = ba成立，即实数的乘法

是满足交换律的(the commutative law)。然而，乘法的交换律对于一般的矩

阵A与B并不一定成立，这是因为

1. 有可能AB的乘积可以定义，但BA的乘积无法被定义。比如A为2×3-矩

阵，B为3× 4-矩阵，此时AB可以被定义且为一个2× 4-矩阵，但BA无

法被定义。

2. 有可能AB与BA都可以被定义，但它们的尺寸不同。比如A为2 × 3-矩

阵，B为3× 2-矩阵.此时AB为2× 2-矩阵，BA为3× 3-矩阵。

3. 有可能AB与BA都可以被定义并且它们的尺寸相同，但仍然有AB ̸=
BA。比如

A =

[
−1 0

2 3

]
, B =

[
1 2

3 0

]
,

那么AB =

[
−1 −2

11 4

]
， BA =

[
3 6

−3 0

]
，显然AB ̸= BA。

• 若一个矩阵所有项均为0，那么我们称其为一个零矩阵(zero matrix)。这里我

们把零矩阵也记作0（实际上，若零矩阵为m × n-矩阵，那么我们最好将其

记作0m×n。但在不影响理解的情况下我们可以将其简单写作0）。在处理加法

运算时，我们可以认为零矩阵扮演实数中的0的角色，比如对于任何矩阵A，

A+ 0 = 0+A = A。然而在乘法运算中，我们需要小心以下牵扯到零矩阵的

情况：

1. 在实数乘法运算中(a, b, c均为常数)，若ab = ac且a ̸= 0，那么必有b = c，

即实数乘法满足消去律(the cancellation law)。该消去律无法照搬到矩阵

乘法情况：对于一般的矩阵A,B,C，即使AB = AC且A ̸= 0为一个非

零矩阵，那么也不一定会有B = C。比如

A =

[
0 1

0 2

]
, B =

[
1 1

3 4

]
, C =

[
2 5

3 4

]
,
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此时满足A ̸= 0，B ̸= C，AB = AC =

[
3 4

6 8

]
，但B ̸= C。

2. 对于常数a, b，我们知道若ab = 0，那么有a = 0或b = 0。该法则对矩阵

乘法不成立：

A =

[
0 1

0 2

]
, B =

[
3 4

0 0

]
,

显然A ̸= 0，B ̸= 0，且AB = 0。

因此在矩阵乘法当中，零矩阵不能视为实数中的0。

由矩阵乘法的定义可知，对于A,B ∈ Mn×n，我们有AB ∈ Mn×n，即两个尺寸相

同的方阵之间的乘积还是同尺寸的方阵。而n阶单位矩阵In =


1 0 . . . 0

0 1 . . . 0
...

... . . . ...

0 0 . . . 1

 (除

了对角线上的所有项为1，其余不在对角线上的项均为0)则在n阶方阵乘法运算中

扮演实数乘法中1的角色：

AIn = InA = A

对任何n阶方阵A成立。

以下定理非常重要，我们会在后续的学习中持续使用该定理。

Theorem 1.7. 令R为一个n阶简化阶梯型。那么只可能有如下两种情况：

1. R包含至少一个为0的行；

2. R = In为n阶单位矩阵。

证明. 我们只需证明若一个n阶简化阶梯型R所有行均非0，那么它一定是一个单位

矩阵。在这种情况下，由简化阶梯型的定义可知，R矩阵里的每一行都包含一个

主1。现在我们只需要证明第i行的主1位于第i列上对任何i = 1, . . . , n成立。(若该

性质成立，那么由简化阶梯型定义的第四个条件可知R必为单位矩阵)。

现在我们用反证法与数学归纳法证明该性质。假设R的第一行里的主1不在第一列

上，那么第一行的主1所在的第j1列必然满足j ≥ 2。那么，由阶梯型定义的第三

个条件可知，第二行主1的位置必须在第一行主1的右边，即，第二行主1所在的

第j2列必然满足j2 > j1 ≥ 2，特别地，我们必然有j2 ≥ 3。以此类推，我们可推出

第n行的主1所在的第jn列必然满足jn ≥ n + 1。然而，R只包含n列，因此第n行的

主1所在的第jn列也必须满足jn ≤ n。这意味着我们现在得到了n + 1 ≤ j ≤ n，矛

盾！因此第一行的主1必须位于第一列上。

现在假设我们对某个i < n证明了第i行的主1位于第i列上。再次利用阶梯型定义
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的第三个条件可知，第i + 1行主1的位置必须在第i行主1的右边。那么由归纳假

设，可知第i + 1行主1所在的第ji+1列必须满足ji+1 ≥ i + 1。再次利用反证法，假

设ji+1 ̸= i + 1，即ji+1 ≥ i + 2，依照证明第一行主1在第一列上的方法，可推得此

时第i+2行主1所在的第ji+2列必须满足ji+2 ≥ i+3，...，第n行的主1所在的第jn列

必须满足jn ≥ n+ 1，这意味着我们现在又一次得到了n+ 1 ≤ j ≤ n，矛盾！因此

第i+1行的主1必须位于第i+1列上。因此由归纳法可知该性质对所有i = 1, . . . , n都

成立。

最后我们注意，对于任何m× n-矩阵A，以下等式成立：

AIn = A, ImA = A

这里In为n阶单位矩阵，，Im为m阶单位矩阵。

1.4.矩阵的逆， Inverses of matrices

由上一节的讨论我们知道，n阶单位矩阵在n阶方阵的乘法运算中扮演了与实

数乘法中1一样的角色，即

AIn = InA = A

对任何n阶方阵A成立。那么我们很自然地会问，一个n阶方阵A的“倒数”是什

么？ 对于一个实数a我们知道，只要a ̸= 0那么a的倒数 1
a
一定存在，即满足a 1

a
=

1
a
a = 1。基于上一节的相关讨论我们已经知道在矩阵乘法中零矩阵并不能直接视

为实数乘法中的0，因此在这里我们也会怀疑并非任何非零矩阵都拥有“倒数”。

事实也确实如此。首先我们先给出矩阵“倒数”的定义。

Definition 1.8. 设A为一个n阶方方方阵阵阵。我们说A是可可可逆逆逆的的的(invertible)

或者非奇异的(nonsingular)当且仅当存在一个n阶方阵B使得

AB = BA = In.

若存在这样的n阶方阵B，则称B为A的逆逆逆矩矩矩阵阵阵或简称为A的逆逆逆(inverse)，并记为B =

A−1。

若这样的B不不不存存存在在在，那么则称A为奇奇奇异异异的的的(singular)。

显然从以上定义可以看出若B满足

AB = BA = In,

那么B = A−1就是A关于矩阵乘法的“倒数”。
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Remark 1.9. • 可逆性这个概念只对方方方阵阵阵有效。也可以说任何m×n-矩阵在m ̸=
n时都是奇异的（不可逆的）。

• 一个非零的n阶方阵不一定可逆，这与实数的情况不同。比如2阶方阵

A =

[
0 0

1 2

]
不是零矩阵，但它不可逆，因为对任何2阶矩阵B，我们有

AB =

[
0 0

1 2

][
b11 b12

b21 b22

]
=

[
0 0

b11 + 2b21 b12 + 2b22

]
.

因此对任何2阶方阵B，AB都不可能等于I2。

• 显然若A的逆矩阵为B = A−1，那么由定义可知矩阵B可逆且它的逆为A，

即B−1 = (A−1)−1 = A。

• 在1.5节我们会学习如何判断一个方阵是否可逆以及如何求出它的逆矩阵(在

可逆的情况下)。

首先我们容易证明矩阵逆的唯一性：

Theorem 1.10 (英文教材Theorem 1.4.4). 假设B和C都是方阵A的逆，即BA = AB =

In，CA = AC = In，那么必然有B = C。

证明. 由于B是A的逆，我们有AB = BA = In。对该等式两边同时右乘矩阵C可得

(BA)C = InC = C.

另一方面，由矩阵乘法的结合律以及AC = In，我们还有

(BA)C = B(AC) = BIn = B.

因此B = C。

根据逆矩阵的定义，若B为A的逆，那么需要满足AB = BA = In。事实上若

要验证B为A的逆，我们只需要证明AB = In或者BA = In成立即可。

Theorem 1.11. 对一个n阶方阵A，若存在一个矩阵B使得BA = In成立，那么矩

阵A可逆且A−1 = B，即若BA = In成立那么必有AB = In。类似的，若存在一个

矩阵B使得AB = In成立，那么矩阵A可逆且A−1 = B，即若AB = In成立那么必

有BA = In。

我们目前还没有足够的工具对以上定理给出一个简单的证明。所以现在大家

只需要记住这个结论，具体证明在后续学习中会给出。以下定理则很容易被证

明。
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Theorem 1.12 (英文教材Theorem 1.4.6). 若A与B均为可逆n阶方阵，那么AB也可

逆，且有(AB)−1 = B−1A−1。

证明. 利用矩阵乘法的结合律，易得

(AB)(B−1A−1) = A(BB−1)A−1 = AInA
−1 = AA−1 = In.

因此由Theorem 1.11可得AB可逆，且(AB)−1 = B−1A−1。事实上我们也可以直接

利用矩阵乘法的结合律验证(B−1A−1)(AB) = In。

下面我们介绍矩阵的幂。

Definition 1.13. 设A为n阶方阵。我们定义矩阵A的幂(power of matrix)为

A0 = In, A
k = AA . . . A︸ ︷︷ ︸

k个

, k = 1, 2, . . .

若A可逆，那么它的负幂定义为

A−k = (A−1)k = A−1A−1 . . . A−1︸ ︷︷ ︸
k个

, k = 1, 2, . . .

容易验证以下等式成立：对任何自然数r, s，有

Ar+s = ArAs, (Ar)s = Ars,

若A可逆(因此A的负幂也存在)，那么以上等式对任何整数r, s成立。特别地我们有

以下定理。

Theorem 1.14 (英文教材Theorem 1.4.7). 设A为可逆n阶方阵，k为任意自然数。那

么

1. A−1可逆且(A−1)−1 = A，

2. Ak可逆且(Ak)−1 = A−k = (A−1)k，

3. 对任何非0的常数c，cA可逆且(cA)−1 = c−1A−1。

该定理的证明较为简单，请参考英文教材。

Remark 1.15. 对于实数a, b我们有二项式定理:

(a+ b)k = akb0 +

(
k

1

)
ak−1b+

(
k

2

)
ak−2b2 + . . .+

(
k

k − 1

)
abk−1 + a0bk,

但该公式对矩阵的情况不适用。比如存在矩阵A,B使得

(A+B)2 ̸= A2 + 2AB +B2.
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这是因为(A+B)2 = A2 + AB +BA+B2，因此若AB ̸= BA，那么就有

A2 + AB +BA+B2 ̸= A2 + 2AB +B2.

换句话说，矩矩矩阵阵阵乘乘乘法法法的的的非非非交交交换换换性性性导导导致致致了了了二二二项项项式式式定定定理理理对对对矩矩矩阵阵阵的的的失失失效效效。

利用矩阵的幂我们可以定义矩阵多项式(matrix polynomial)。

Definition 1.16. 设A为一个n阶矩阵，令p(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + . . .+ amx

m为一个

多项式，a0, a1, . . . , am为常数。我们定义矩阵多项式p(A)为

p(A) = a0In + a1A+ a2A
2 + . . .+ amA

m.

显然根据矩阵的运算法则可知p(A)为一个n阶矩阵。

例子：设A =

[
−1 2

0 3

]
，p(x) = x2 − 2x− 3，那么

p(A) = A2 − 2A− 3I2

=

[
−1 2

0 3

]2

− 2

[
−1 2

0 3

]
− 3

[
1 0

0 1

]

=

[
1 4

0 9

]
−

[
−2 4

0 6

]
−

[
3 0

0 3

]

=

[
0 0

0 0

]
.

以下定理容易被证明：

Theorem 1.17 (英文教材Theorem 1.4.9). 设A为n阶方阵，若A可逆，那么它的转

置A⊤也可逆，且有

(A⊤)−1 = (A−1)⊤.

证明. 由于(A−1A)⊤ = A⊤(A−1)⊤ (这里利用运算法则(AB)⊤ = B⊤A⊤，见英文教

材Theorem 1.4.8(e)或者第二次作业Problem A)，以及显然的事实I⊤n = In，我们得

到

A⊤(A−1)⊤ = (A−1A)⊤ = I⊤n = In,

类似可证

(A−1)⊤A⊤ = (AA−1)⊤ = I⊤n = In.

这意味着矩阵B = (A−1)⊤满足AB = BA = In。因此由定义Definition 1.8可知A⊤可

逆且有

(A⊤)−1 = (A−1)⊤.
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在本节的最后，我们介绍一种判断2 × 2-方阵是否可逆且求出其逆矩阵的方

法。

Theorem 1.18 (英文教材Theorem 1.4.5). 2 × 2-方阵A =

[
a b

c d

]
可逆当且仅当ad −

bc ̸= 0。若该条件满足，那么A−1 = 1
ad−bc

[
d −b

−c a

]
.

该定理的严格证明将在第二章给出。目前大家只需要记住该定理的内容以及

能够使用即可。

例子：考虑2× 2-方阵阵A =

[
6 1

5 2

]
。计算可得

ad− bc = 6× 2− 5× 1 = 7 ̸= 0

因此由Theorem1.18可知该矩阵可逆，且有

A−1 = B =
1

7

[
2 −1

−5 6

]
=

[
2
7

−1
7

−5
7

6
7

]
.

经简单计算可快速验证AB = BA = I2。

在1.5节我们将学习如何判断一般的n阶方阵是否可逆，并在可逆的情况下求出它

的逆。

1.5.利用初等矩阵求矩阵的逆, Elementary matrices and a method for finding A−1

在本节我们将学习到如何判断一般的n阶方阵是否可逆，并在可逆的情况下求

出它的逆。要做到这一点我们需要首先回顾初等行变换这个概念。根据Definition

1.4，我们有如下三种初等行变换：(设A为m× n-矩阵)

1. 将A的第i行 (i = 1, . . . ,m)乘以某个非零的常数c，其他行保持不变 (可记为:

i-th row ×c );

2. 将A的第i行 (i = 1, . . . ,m)乘以某个常数c后加到第k行上去 (k = 1, . . . ,m且k ̸=
i)，且除了第k行之外其他的行保持不变 (可记为: i-th row ×c + k-th row );

3. 将A的第i行 (i = 1, . . . ,m)与第k行 (k = 1, . . . ,m且k ̸= i) 互换 (可记为: i-th

row ↔ k-th row )，其他行保持不变。

以下这个与初等行变换相关的概念非常重要(期中考试重要考点之一)：

Definition 1.19 (英文教材52页Definition 2). 若一个m阶方阵E是通过对对对m阶阶阶单单单位位位

矩矩矩阵阵阵Im进行一次初初初等等等行行行变变变换换换得到的，那么E被称为一个初等矩阵(elementary ma-

trix)。
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例子：

• B =

[
1 0

0 −3

]
是一个初等矩阵，因为它显然是通过对2阶单位矩阵的第二行

乘以−3得到的。

• B =


1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0

0 1 0 0

是一个初等矩阵，因为它显然是通过对4阶单位矩阵交换

第2行与第4行得到的。

• B =


1 0 3

0 1 0

0 0 1

是一个初等矩阵，因为它显然是通过对3阶单位矩阵的第三行

乘以3再加到第一行上得到的。

• B =


1 0 0

0 0 0

0 0 1

不是一个初等矩阵，因为无论对3阶单位矩阵进行哪种初等行

变换都不会得到这种形状的矩阵。

• B =


1 0 3

0 0 1

0 1 0

不是一个初等矩阵，因为它是通过对3阶单位矩阵进行了两

次初等行变化得到的：先对3阶单位矩阵的第三行乘以3再加到第一行上，再

交换第三行与第二行。

以下定理告诉我们，任何矩阵的初等行变换(注意，这里指对矩阵做一次初等行变

换)都可以通过对该矩阵左乘一个初等矩阵得到。

Theorem 1.20 (英文教材Theorem 1.5.1). 设A为m× n-矩阵。若E是一个m阶初等矩

阵，即E通过对m阶单位矩阵进行一次初等行变换得到，那么EA等于对矩阵A做

与E相同的初等行变换所得到的矩阵。具体来讲，

• 若E是通过将Im的第i行 (i = 1, . . . ,m)乘以某个非零的常数c得到，那么EA等

于对A的第i行乘以这个非零的常数c所得到的的矩阵。

• 若E是通过将Im的第i行 (i = 1, . . . ,m)乘以某个常数c后加到第k行上去 (k =

1, . . . ,m且k ̸= i)得到的，那么EA等于对A第i行乘以常数c后加到第k行上

去所得到的矩阵。

• 若E是通过将Im的第i行 (i = 1, . . . ,m)与第k行 (k = 1, . . . ,m且k ̸= i)互换得

到的，那么EA等于对A第i行与第k行互换所得到的矩阵。

证明. 注意：该证明不要求一定掌握(但建议理解证明过程)，但务必记住该定理的
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内容(期中考试考点之一)。
我们首先把m阶单位矩阵Im用行向量来表示：

Im =


e1

e2

...

em

 .

显然，由单位矩阵的定义可知，对任何i = 1, . . . ,m，ei =

[
0 . . . 0 1︸︷︷︸

第i列

0 . . . 0
]
，

即ei除了第i列上的项为1之外，其他项均为0。

对于m× n-矩阵A，将其表示为列向量形式A =
[
c1 . . . cn

]
，由矩阵乘法的列向

量表示(见讲义第19页)可知，

eiA =
[
eic1 eic2 . . . eicn

]
.

由ei的特殊形式，容易计算出

eic1 = 0× a11 + . . .+ 1× ai1 + . . . 0× am1 = ai1

eic2 = 0× a12 + . . .+ 1× ai2 + . . . 0× am2 = ai2
...

eicn = 0× a1n + . . .+ 1× ain + . . . 0× amn = ain.

因此，我们得到

eiA =
[
eic1 eic2 . . . eicn

]
=

[
ai1 ai2 . . . ain

]
= ri = A的第i行. (1.1)

现在我们依次对三种不同的初等行变换进行验证。

• 若E是通过将Im的第i行 (i = 1, . . . ,m) 乘以某个非零的常数c得到，那么显

然E的行向量表示为

E =



e1

...

cei

...

em


,

由讲义第19页-20页关于矩阵乘积的行向量表示，我们知道EA的行向量表示

为

EA =



e1A
...

ceiA
...

emA


,
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由等式(1.1)可知，

EA =



e1A
...

ceiA
...

emA


=



r1
...

cri
...

rm


,

这里r1, . . . , rm为A的行向量。因此我们得到EA等于对A的第i行乘以这个非

零的常数c所得到的的矩阵。

• 若E是通过将Im的第i行 (i = 1, . . . ,m)乘以某个常数c后加到第k行上去 (k =

1, . . . ,m且k ̸= i)得到的，那么显然E的行向量表示为

E =



e1

...

cei + ek(第k行)
...

em


,

像第一种情况一样，EA的行向量表示为

EA =



e1A
...

(cei + ek)A
...

emA


,

由等式(1.1)可知，

EA =



e1A
...

(cei + ek)A
...

emA


=



r1
...

cri + rk
...

rm


,

因此EA等于对A第i行乘以常数c后加到第k行上去所得到的矩阵。

• 与前两种情况类似，若E是通过将Im的第i行 (i = 1, . . . ,m)与第k行 (k =
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1, . . . ,m且k ̸= i)互换得到的，那么显然E的行向量表示为

E =



e1

...

ek(第i行)
...

ei(第k行)

em


,

那么同样的推导可以证明EA等于对A第i行与第k行互换所得到的矩阵。具体

细节留作练习。

例子：矩阵A =


1 0 2 3

2 −1 3 6

1 4 4 0

，初等矩阵E =


1 0 0

0 1 0

3 0 1

是通过对I3第1行乘

以常数3后加到第3行上得到的，那么通过计算可得

EA =


1 0 2 3

2 −1 3 6

4 4 10 9

 ,

显然等于对矩阵A的第1行乘以常数3后加到第3行后得到的矩阵。

由初等行变换的定义可知，每个初等矩阵E都可以通过一次初等行变换变成单位

矩阵。具体来讲，我们有：

1. 若E是通过将Im的第i行 (i = 1, . . . ,m)乘以某个非零的常数c得到，那么将E的第i行

乘以1/c可以得到单位矩阵Im。

2. 若E是通过将Im的第i行 (i = 1, . . . ,m)乘以某个常数c后加到第k行上去 (k =

1, . . . ,m且k ̸= i)得到的，那么将E的第i行乘以−c加到第k行可以得到单位矩

阵Im。

3. 若E是通过将Im的第i行 (i = 1, . . . ,m)与第k行 (k = 1, . . . ,m且k ̸= i)互换得

到的，那么将E的第i行与第k行互换可以得到单位矩阵Im。

以上观察暗示我们任何初等矩阵都是可逆的，且它的逆也是一个初等矩阵。

Theorem 1.21. 任何初等矩阵都是可逆的，且它的逆也是一个初等矩阵。具体来
讲，

• 若E是通过将Im的第i行 (i = 1, . . . ,m)乘以某个非零的常数c得到，那么E−1等

于对Im的第i行乘以1/c所得到的的矩阵。
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• 若E是通过将Im的第i行 (i = 1, . . . ,m)乘以某个常数c后加到第k行上去 (k =

1, . . . ,m且k ̸= i)得到的，那么E−1等于对Im第i行乘以常数−c后加到第k行上

去所得到的矩阵。

• 若E是通过将Im的第i行 (i = 1, . . . ,m)与第k行 (k = 1, . . . ,m且k ̸= i)互换得

到的，那么E−1等于对Im第i行与第k行互换所得到的矩阵。

证明. • 若E是通过将Im的第i行 (i = 1, . . . ,m)乘以某个非零的常数c得到，令E0为

通过对Im的第i行乘以1/c所得到的的矩阵。由初等矩阵的定义可得E0为初等

矩阵。再利用Theorem 1.20我们知道E0E等于对E的第i行乘以1/c所得到的的

矩阵。基于我们之前的讨论可知，对E的第i行乘以1/c所得到的的矩阵为单

位矩阵，即E0E = Im。由Theorem 1.11可断定E可逆且E0 = E−1。

• 若E是通过将Im的第i行 (i = 1, . . . ,m)乘以某个常数c后加到第k行上去 (k =

1, . . . ,m且k ̸= i)得到的，令E0为对Im第i行乘以常数−c后加到第k行上去所

得到的矩阵。同样的推理可得到E0E = Im，即这样的E可逆且E0 = E−1。

• 若E是通过将Im的第i行 (i = 1, . . . ,m)与第k行 (k = 1, . . . ,m且k ̸= i) 互

换得到的，令E0为对Im第i行与第k行互换所得到的矩阵。同样的推理可得

到E0E = Im，即这样的E可逆且E0 = E−1。

以下定理给出了判断一个方阵A是否可逆的标准，并间接给出了计算A−1的一

个算法。因此该定理也是期中考试考点之一。

Theorem 1.22 (英文教材Theorem 1.5.3, Equivalent Theorem). 设A为n阶方阵。那么

以下说法等价(equivalent):

1. A可逆。

2. 齐次线性方程组Ax = 0只有一个平凡解(trivial solution)。注意这里0 =


0
...

0

为n×

1的零列向量，x =


x1

...

xn

为n × 1的未知数列向量，那么由矩阵乘法定义可

知Ax = 0是在描述齐次线性方程组

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = 0

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = 0

...

an1x1 + an2x2 + . . .+ annxn = 0.
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3. A的简化阶梯型为单位矩阵In。

4. A可以被表示为一系列初等矩阵的乘积。

证明. 我们证明1. ⇒ 2. ⇒ 3. ⇒ 4. ⇒ 1.。

1. ⇒ 2.: 假设A可逆。令s为齐次线性方程组Ax = 0的一个解。由矩阵乘法定义(见

讲义第20页的讨论)可知s满足

As = 0.

由于A可逆，A−1存在，因此对以上等式两边同时左乘A−1可得

A−1(As) = A−10 = 0,

而由矩阵乘法的结合律可知A−1(As) = (A−1A)s = Ins = s。因此我们实际上已经

得到s = 0。这意味着齐次线性方程组Ax = 0的任何一个解都等于零向量0，即，

该方程组仅有一个平凡解。

2. ⇒ 3.: 现在假设齐次线性方程组Ax = 0仅有一个平凡解。令R标记A对应的

简化阶梯型。那么R必然不可能包含一个0行。这是因为A和R为n × n-矩阵，因

此若R包含有一个0行意味着R最多只能有n − 1个非零行，也就是说此时R最多只

能有n − 1个主1，也即方程组Ax = 0最多只能有n − 1个主元，也就是说，方程

组Ax = 0至少有1个自由元(自由元的个数等于未知数个数-主元个数，这里我们

有n个未知数)。显然自由元的存在意味着方程组Ax = 0不可能只有一个平凡解而

是有无穷多个解，与假设2.矛盾！因此那么R必然不可能包含一个0行。

现在，利用Theorem 1.7可知，不包含0行的n阶简化阶梯型R必然为单位矩阵In。

3. ⇒ 4.: 假设A对应的简化阶梯型R为单位矩阵In。我们知道R = In是通过对原

系数矩阵A进行一系列初等行变换得到的。因此假设我们一共进行了k次初等行变

换。而由Theorem 1.20我们又知道每次初等行变换可以通过对矩阵左乘一个初等
矩阵实现。这意味着存在k个初等矩阵E1, . . . Ek使得

EkEk−1 . . . E1A = In.

(注意这里我们用E1标记第一次初等行变换对应的初等矩阵，E2代表第二次初等行

变换对应的初等矩阵，因此E2需要左乘于E1A，这解释了为何顺序是EkEk−1 . . . E1A。

) 显然，以上等式配合Theorem 1.11告诉我们A可逆，且A−1 = EkEk−1 . . . E1。另

外，以上等式同时告诉我们

A = (A−1)−1 = (EkEk−1 . . . E1)
−1 = E−11 E−12 . . . E−1k .

而由Theorem 1.21我们知道初等矩阵的逆也为初等矩阵，因此以上所有E−11 , E−12 , . . . , E−1k 均

为初等矩阵，即A = E−11 E−12 . . . E−1k 可以表示为若干个初等矩阵的乘积。

4. ⇒ 1.: 假设A = P1P2 . . . Pk可以表示为k个初等矩阵P1, P2, . . . , Pk的乘积，那么首
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先因为Theorem 1.21可知所有P1, P2, . . . , Pk均可逆，再次利用Theorem 1.12可知作

为若干个可逆矩阵的乘积，A也可逆，且有

A−1 = (P1P2 . . . Pk)
−1 = P−1k . . . P−12 P−11 .

例子(2021年线性代数期中考试题)：Find an invertible matrix P such that PA =

B, where

A =


a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 , B =


a21 a22 a23

a11 a12 a13

a31 − a21 a32 − a22 a33 − a23

 .

答案：显然，B是通过先对A的第二行乘以−1加到第三行上，再通过对A的第一行

与第二行互换得到的。由于第一次初等行变换对应的初等矩阵为E1 =


1 0 0

0 1 0

0 −1 1

,

第二次初等行变化对应的初等矩阵为E2 =


0 1 0

1 0 0

0 0 1

，我们得到 (注意E1与E2相

乘的顺序！)

P = E2E1 =


0 1 0

1 0 0

0 0 1



1 0 0

0 1 0

0 −1 1

 =


0 1 0

1 0 0

0 −1 1

 .

由于P是两个初等矩阵的乘积且初等矩阵皆可逆，可知P也可逆，符合题意要求。

Theorem 1.22 告诉我们可以通过观察A的简化阶梯型R的形状来判断A是否可

逆，即若R包含有一个0行，那么A必然不可逆；若R是一个单位矩阵，那么A可

逆。另外，Theorem 1.22 3. ⇒ 4. 的证明过程实际上告诉我们，若我们通过一系

列初等行变换将A转化为简化阶梯型R = In，即EkEk−1 . . . E1A = In，那么利用

关系A−1 = EkEk−1 . . . E1 = EkEk−1 . . . E1In可知同样的这一系列初等行变换作用

在单位矩阵In上即可得到A−1。因此我们得到了求矩阵A的逆的一个算法 (inversion

algorithm)。我们结合下面这个简单例子 (英文教材56页Example 4)详细阐述这个求

逆算法的具体步骤：

考虑矩阵A =


1 2 3

2 5 3

1 0 8

。我们现在想要求出它的逆矩阵A−1。由以上讨论可知，
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我们的核心思路是通过一系列初等行变换将A变为它的简化阶梯型R = I3，那么

通过将同样的这一系列初等行变换作用在单位矩阵I3上即可得到A−1。具体操作如

下：

第一步：将矩阵A与单位矩阵I3写在一起，A在左边，I3在右边，中间可以用一条

竖线隔开以避免将两者混淆。 
1 2 3 1 0 0

2 5 3 0 1 0

1 0 8 0 0 1


第二步：在这一步里我们将左边的矩阵A使用初等行变换化为其简化阶梯型，即

单位矩阵，同时在右边记录每一次初等行变换对I3作用后所得到的矩阵。
1 2 3 1 0 0

0 1 −3 −2 1 0

0 −2 5 −1 0 1


左边：A的第一行乘以-2加到第二行，第一行乘以-1加到第三行；右边：I3的第一

行乘以-2加到第二行，第一行乘以-1加到第三行。
1 2 3 1 0 0

0 1 −3 −2 1 0

0 0 −1 −5 2 1


左边：A的第二行乘以2加到第三行；右边：I3的第二行乘以2加到第三行。

1 2 3 1 0 0

0 1 −3 −2 1 0

0 0 1 5 −2 −1


左边：A的第三行乘以-1；右边：I3的第三行乘以-1。

1 2 0 −14 6 3

0 1 0 13 −5 −3

0 0 1 5 −2 −1


左边：A的第三行乘以3加到第二行，第三行乘以-3加到第一行；右边：I3的第三

行乘以3加到第二行，第三行乘以-3加到第一行。
1 0 0 −40 16 9

0 1 0 13 −5 −3

0 0 1 5 −2 −1
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左边：A的第二行乘以-2加到第一行；右边：I3的第二行乘以-2加到第一行。

第三步：现在，左边的矩阵A被转化为了它的简化阶梯型R = I3，那么现在出现在

右边的矩阵即是A−1:

A−1 =


−40 16 9

13 −5 −3

5 −2 −1

 .

例子(2022年线性代数期中考试填空题)：The inverse of the matrix A =

[
1 −2

3 5

]
is ?

该题可以通过以上算法求出答案。当然，由于题目中的矩阵为2阶方阵，也可以直

接利用Theorem 1.18进行求解。

在第二章我们将学习到其他判定一个矩阵是否可逆以及求逆的方法。

1.6.线性方程组与可逆矩阵, More on linear system and invertible matrices

在本节我们利用已经学到的知识对线性方程组解的情况进行严格的研究与证

明。

Theorem 1.23 (英文教材Theorem 1.6.1). 一个线性方程组的解只有三种情况：无解，
有且仅有一个解，以及有无穷多个解。

证明. 显然我们只需要证明若一个线性方程组有两个不同的解，那么实际上它就

有无穷多个解。首先还是注意到一个线性方程组

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2

...

am1x1 + an2x2 + . . .+ amnxn = bm.

可以被表示为Ax = b，x =


x1

...

xn

为n× 1的未知数列向量，b =


b1
...

bm

为m× 1的列

向量， A ∈ Mm×n为系数矩阵。

实际上在之前的课堂上我已经简单提到过这个定理的证明思路。这里我给出详细

的证明细节。假设s =


s1
...

sn

与t =


t1
...

tn

为方程组Ax = b的两个不同的解，即s ̸=

t，但

As = b = At.
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现在定义列向量u = s−t，由于s ̸= t，可知u ̸= 0不是零列向量。那么这意味着对

任何不同的两个常数c ̸= d，我们必然有cu ̸= du。另一方面，因为As = b = At，

我们还有Au = As − At = b − b = 0，即，u = s − t作为同一个线性方程组的两

个解的差是该方程组系数矩阵A诱导出的齐次线性方程组Ax = 0的一个解。

现在，我们对每一个常数c定义一个新的列向量s+ cu。那么由以上讨论可知

A(s+ cu) = As+ cAu = b+ 0 = b,

这意味着所有这些s + cu都是方程组Ax = b的解。又因为我们已经知道对于任何

不同的两个常数c ̸= d，我们必然有cu ̸= du，即s + cu ̸= s + du。这意味着该方

程组实际上有无穷多个解(因为实数c有无穷多个)。证毕。

若一个方程组的方程个数与未知数个数相等，且系数矩阵A可逆，那么该方

程组的唯一解可以直接通过对方程组最右边的常数列向量b左乘A−1得到。

Theorem 1.24 (英文教材Theorem 1.6.2). 若A为可逆n阶方阵，那么对任意n × 1-矩

阵(即列向量)b，以(A, b)作为增广矩阵的线性方程组Ax = b的唯一解为

s = A−1b.

证明. 首先容易验证对于列向量s = A−1b我们有As = A(A−1b) = (AA−1)b = b，

这意味着s = A−1b是该方程组的一个解。

现在我们证明s = A−1b是该方程组唯一的一个解。那么假设t是方程组的另一个

解，即At = b。对该等式两边同左乘A−1可得

A−1At = A−1b

从而得到t = A−1b = s。因此该方程组只有s一个解。

利用以上定理我们可以将Theorem 1.22扩展到以下形式。

Theorem 1.25 (英文教材Theorem 1.6.4). 设A为n阶方阵。那么以下说法等价(equivalent):

1. A可逆。

2. 齐次线性方程组Ax = 0只有一个平凡解(trivial solution)。

3. A的简化阶梯型为单位矩阵In。

4. A可以被表示为一系列初等矩阵的乘积。

5. 对任何n× 1-矩阵(即列向量)b，线性方程组Ax = b有解。

6. 对任何n× 1-矩阵(即列向量)b，线性方程组Ax = b有且只有一个解。
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证明. 1. 到 4. 的等价关系我们已经在Theorem 1.22中证明。我们这里证明1. ⇒
6. ⇒ 5. ⇒ 1.。

1. ⇒ 6.: 见Theorem 1.24的证明。

6. ⇒ 5.: 显然。

5. ⇒ 1.: 由假设，对任何n × 1-矩阵(即列向量)b，线性方程组Ax = b都有解。特

别地，考虑i = 1, . . . , n， ei =

[
0 . . . 0 1︸︷︷︸

第i列

0 . . . 0
]

(即ei除了第i列上的项

为1之外，其他项均为0)，令b依次取b = e⊤i ， i = 1, . . . , n，由假设我们可以找

到n× 1-列向量s1, . . . , sn使得Asi = e⊤i ，即

As1 =


1

0
...

0

 , As2 =


0

1
...

0

 , . . . , Asn =


0

0
...

1

 .

令矩阵C =
[
s1 s2 . . . sn

]
，即C的列向量为s1, . . . , sn。那么由矩阵乘法的列向

量表示，见讲义第19页，我们得到

AC =
[
As1 As2 . . . Asn

]
=

[
e⊤1 e⊤2 . . . e⊤n

]
=


1 0 . . . 0

0 1 . . . 0
...

... . . .
...

0 0 . . . 1

 = In.

这意味着A可逆，且A−1 = C。

在Theorem 1.12里我们知道若A,B为n阶可逆方阵，那么AB也可逆，且有(AB)−1 =

B−1A−1。下面这个定理证明反之亦成立。

Theorem 1.26 (英文教材Theorem 1.6.5). 设A,B为n阶方阵，且AB可逆。那么A与B都

可逆。

证明. 首先证明B可逆。假设s是齐次线性方程组Bx = 0的一个解，即Bs = 0，那

么我们有ABs = A(Bs) = 0，即s也是齐次线性方程组(AB)x = 0的一个解。由假

设，AB可逆，那么由Theorem 1.22 1. ⇒ 2.，可知(AB)x = 0仅有一个平凡解，因

此必然有s = 0。这意味着齐次线性方程组Bx = 0只有平凡解。因此利用Theorem

1.22 2. ⇒ 1.，我们可以推出B可逆。

由于B可逆，我们有A = AIn = A(BB−1) = (AB)B−1。那么A作为可逆矩阵AB与B−1的

乘积也必然可逆(利用Theorem 1.12)。证毕。
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1.7.对角矩阵，三角矩阵与对称矩阵, Diagonal, triangular and symmetric matrices

这一节主要介绍三种特殊的矩阵，即对角矩阵，三角矩阵与对称矩阵。由于

该节内容较简单，讲义里将只简单提及一些相对重要的知识点，建议大家在读完

讲义后再仔细阅读英文教材的第1.7节。

注意本节出现的所有矩阵都是方阵。

首先介绍对角矩阵。这个概念我们已经很熟悉，即若一个方阵所有非对角线上的

项均为0，那么该矩阵就是一个对角矩阵(diagonal matrix)。比如单位矩阵就是一个

典型的对角矩阵。显然，对一个对角矩阵D而言，我们只需要知道它对角线上的

项。通常我们将对角矩阵写为

D =


d1 0 . . . 0

0 d2 . . . 0
...

... . . . ...

0 0 . . . dn

 ,

即D11 = d1, D22 = d2, . . . , Dnn = dn。关于对角矩阵我们需要掌握以下两点：

• 对于任何自然数k，我们有

Dk =


dk1 0 . . . 0

0 dk2 . . . 0
...

... . . . ...

0 0 . . . dkn

 .

这个特点让我们可以轻易计算对角矩阵的幂。

• D可逆当且仅当它对角线上的所有项均不为零，或者说当且仅当d1d2 . . . dn ̸=
0。

第二个需要介绍的特殊矩阵是三角矩阵(triangular matrix)。三角矩阵又分为上三角

矩阵(upper triangular matrix)与下三角矩阵(lower triangular matrix)。具体来讲

• 若一个方阵对角线右上方的所有项均为零，那么该方阵是一个下三角矩阵。

即，方阵A是一个下三角矩阵当且仅当Aij = 0对于所有i < j成立。

• 若一个方阵对角线左下方的所有项均为零，那么该方阵是一个上三角矩阵。

即，方阵A是一个上三角矩阵当且仅当Aij = 0对于所有i > j成立。

关于三角矩阵的特点请仔细阅读英文教材Theorem 1.7.1。这里我们简单提及该定

理(b)部分的证明，即证明：若A,B为n阶下三角矩阵，那么AB也为下三角矩阵。

(上三角的情况也同样成立。)

假设A,B为n阶下三角矩阵，即Aij = 0, Bij = 0对所有i < j成立。令C = AB。要
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证明C是下三角矩阵，我们只需证明Cij = 0对所有i < j成立。由矩阵乘法定义可

知，

Cij = Ai1B1j + Ai2B2j + . . .+ AinBnj.

那么，对i < j的情况，我们可以将以上求和拆成两部分：

Cij = Ai1B1j + Ai2B2j + . . .+ Ai(j−1)B(j−1)j + AijBjj + . . .+ AinBnj.

注意在红色部分中出现的B1j, . . . , B(j−1)j都为0 (由于1 < j, . . . , j − 1 < j，所

以B1j, . . . , B(j−1)j都位于B对角线的右上方，故而等于零，因为B为下三角矩阵)，

因此红色部分等于Ai1 × 0 + Ai2 × 0 + . . .+ Ai(j−1) × 0 = 0；注意蓝色部分出现

的Aij, . . . , Ain都为0 (由于i < j, i < j + 1, . . . , i < n，Aij, . . . , Ain都位于矩阵A右上

方，故而等于零，因为A为下三角矩阵 )，因此蓝色部分等于0×Bjj + . . .+ 0×Bnj =

0。这意味着Cij = 0。证毕。

最后我们介绍对称矩阵(symmetric matrix)。一个方阵A是对称的当且仅当A⊤ = A，

即它的转置矩阵等于它本身。显然这意味着Aij = Aji对所有i, j成立。

关于对称矩阵的性质请仔细阅读英文教材Theorem 1.7.2, 1.7.3, 1.7.4, 1.7.5。这里值

得一提的是若矩阵B ∈ Mm×n，那么BB⊤为m阶对称矩阵，B⊤B为n阶对称矩阵：

(BB⊤)⊤ = (B⊤)⊤B⊤ = BB⊤,

(B⊤B)⊤ = B⊤(B⊤)⊤ = B⊤B.

2 第二章：行列式

第一章的 Theorem 1.18 告诉我们一个2阶方阵A =

[
a b

c d

]
可逆当且仅当ad −

bc ̸= 0，并且在该条件成立时A−1 = 1
ad−bc

[
d −b

−c a

]
。实际上，这个定理可以推广

到任意n阶的方阵，而这个能够决定一个方阵是否可逆的指标 (n = 2时即是表达

式ad− bc)就是第二章的主角：行列式 (determinant)。

笼统来讲，行列式是一个把方阵A映射到实数的特殊函数，记作det(A)，使得A可

逆当且仅当它的行列式det(A) ̸= 0。实际上，行列式是一个非常复杂而深刻的数

学概念，在第二章里我们仅学习它的定义和一些最基本的性质。本章最重要的任

务是让大家学会如何计算一些特殊矩阵的行列式，并利用行列式求出矩阵的逆。

2.1.行列式的代数余子式展开, Determinants by cofactor expansion

注意在本节所有矩阵均为方阵。

本节的主要目的是给出行列式的定义。
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Definition 2.1 (行列式). • 对于1 × 1-矩阵A = [a](即A是一个常数a)，A的行列

式det(A)就是a：det(A) = a。

• 现在假设已经对所有n− 1阶方阵(n ≥ 2)都完成了行列式的定义。对任何n−
1阶方阵B，我们用det(B) (det(B)是一个实数)来指代B的行列式。

• 设A为n阶方阵，我们按照之前的习惯将其表示为

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

... . . . ...

an1 an2 . . . ann

 .

对于i, j = 1, . . . , n，我们从n阶方阵A中删删删掉掉掉第第第i行行行与与与第第第j列列列，这样得到一个n−
1-阶的矩阵Ãij，即

Ãij =



a11 . . . a1j . . . a1n
...

...
...

...
...

ai1 . . . aij . . . ain
...

...
...

...
...

an1 . . . anj . . . ann


=



a11 . . . a1,j−1 a1,j+1 . . . a1n
...

...
...

...
...

...

ai−1,1 . . . ai−1,j−1 ai−1,j+1 . . . ai−1,n

ai+1,1 . . . ai+1,j−1 ai+1,j+1 . . . ai+1,n

...
...

...
...

...
...

an1 . . . an,j−1 an,j+1 . . . an,n


.

我们用Mij = det(Ãij)来指代n − 1-阶矩阵Ãij的行列式，称其为aij的余子

式(minor of entry aij)或者A关于第i行第j列的余子式。相应的，我们称Cij =

(−1)i+jMij为aij的代数余子式(cofactor of entry aij)或者A关于第i行第j列的代

数余子式。

对于i = 1, . . . , n，我们称

ai1Ci1 + ai2Ci2 + . . .+ ainCin

为A沿沿沿第第第i行行行的的的代代代数数数余余余子子子式式式展展展开开开(cofactor expansion along the i-th row)；对
于j = 1, . . . , n，我们称

a1jC1j + a2jC2j + . . .+ anjCnj

为A沿沿沿第第第j列列列的的的代代代数数数余余余子子子式式式展展展开开开(cofactor expansion along the j-th column)。我
们可以证明对任何i = 1, . . . , n，任何j = 1, . . . , n，A沿沿沿第第第i行行行的的的代代代数数数余余余子子子式式式

展展展开开开与A沿沿沿第第第j列列列的的的代代代数数数余余余子子子式式式展展展开开开都相等。令det(A)指代任意A沿沿沿第第第i行行行的的的

代代代数数数余余余子子子式式式展展展开开开或A沿沿沿第第第j列列列的的的代代代数数数余余余子子子式式式展展展开开开所取的那个值，我们称这个

数det(A)为n阶方阵A的行行行列列列式式式。也就是说，A的行列式det(A)满足

det(A) = ai1Ci1 + ai2Ci2 + . . .+ ainCin (2.1)
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对任何i = 1, . . . , n；以及

det(A) = a1jC1j + a2jC2j + . . .+ anjCnj (2.2)

对任何j = 1, . . . , n。

• 现在我们完成了对n阶方阵行列式的定义。利用n阶方阵的行列式我们可以复

刻以上步骤去定义n+1阶方阵的行列式。通过这种方式我们可以对任意阶方

阵定义其行列式。

Remark 2.2. 从以上定义可以看出，行列式的定义是迭代式的，即先定义1阶方阵

的行列式，再利用1阶方阵的行列式去定义2阶方阵的行列式，再利用2阶方阵的行

列式去定义3阶方阵的行列式...再利用n阶方阵的行列式去定义n + 1阶方阵的行列

式...这个过程可以类比于我们先对线段(1维物体)定义长度，再利用线段的长度去

定义平面上图形的面积(2维物体)，再利用平面图形的面积去定义3维物体的体积。

作为例子我们来写出1，2与3阶方阵的行列式表达式。

1. 对于1×1-矩阵A = [a](即A是一个常数a)，A的行列式det(A)就是a：det(A) =

a。

2. 对于2 × 2-矩阵A =

[
a11 a12

a21 a22

]
，我们首先计算a11的代数余子式：删掉第1行

与第1列后，我们得到的是一个1阶方阵Ã11 = a22：

Ã11 =

[
a11 a12

a21 a22

]
= [a22],

那么由余子式的定义可知M11 = det(Ã11) = a22，由代数余子式的定义可

得C11 = (−1)1+1M11 = a22；类似地，我们删掉第1行与第2列后得到1阶方

阵Ã12 = a21:

Ã11 =

[
a11 a12

a21 a22

]
= [a21],

因此a12的余子式为M12 = det(Ã12) = a21，a12的代数余子式为C12 = (−1)1+2M12 =

−a21。现在我们可以计算出A沿第1行的代数余子式展开为

a11C11 + a12C12 = a11a22 − a12a21,

根据行列式的定义，我们得到2阶方阵的行列式表达式为

det(A) = det

([
a11 a12

a21 a22

])
= a11C11 + a12C12 = a11a22 − a12a21.

3. 现在我们考虑3阶方阵A =


a11 a12 a12

a21 a22 a23

a31 a32 a33

。我们利用已经得到的2阶方阵行

列式表达式来计算det(A)。我们还是选取A的第一行来做代数余子式展开。
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首先容易计算出a11，a12与a13各自的代数余子式：

C11 = (−1)1+1M11 = det(


a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

) = det(

[
a22 a23

a23 a33

]
) = a22a33−a23a32,

C12 = (−1)1+2M12 = − det(


a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

) = − det(

[
a21 a23

a31 a33

]
) = −(a21a33−a23a31),

C13 = (−1)1+3M13 = det(


a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

) = det(

[
a21 a22

a31 a32

]
) = a21a32−a22a31,

因此A沿第一行的代数余子式展开为

a11C11 + a12C12 + a13C13 = a11(a22a33 − a23a32)− a12(a21a33 − a23a31) + a13(a21a32 − a22a31)

= a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32

− a13a22a31 − a12a21a33 − a11a23a32.

即以上表达式即是3阶方阵A的行列式det(A)。

• 大家只需要记住2阶方阵的行列式表达式即可，上面这个3阶方阵行列式的表

达式不需要记住！如果在作业或者考试中遇到3阶方阵行列式的计算，只只只需需需

按按按照照照定定定义义义现现现场场场计计计算算算矩矩矩阵阵阵沿沿沿某某某行行行或或或者者者某某某列列列的的的代代代数数数余余余子子子式式式展展展开开开即即即可可可。实际上作

业或者考试中出现的n阶方阵的行列式计算都是可以通过技巧化简为一个很

容易计算的形式。这些技巧我们将在后续的课堂与作业中陆续学习。

• 英文教材第110页介绍了一个计算3阶方阵行列式的小技巧，感兴趣的同学可

以了解一下。但这个技巧实际上对简化3阶方阵行列式的计算帮助很有限，

也不会作为考点出现。大家直接忽略它也不会有任何影响。

Remark 2.3. 我们通常也把方阵A的行列式det(A)记作|A|，比如∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3

−4 5 6

7 −8 9

∣∣∣∣∣∣∣∣
就是指代矩阵


1 2 3

−4 5 6

7 −8 9

的行列式。注意这个符号在矩阵计算的环境下不是绝
对值符号。
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Remark 2.4. 在矩阵行列式的定义中我们使用到一个非常重要的事实：对任何n阶

方阵A，它它它沿沿沿任任任何何何一一一行行行或或或者者者任任任何何何一一一列列列的的的代代代数数数余余余子子子式式式展展展开开开都都都相相相等等等(即即即等等等于于于它它它的的的行行行列列列
式式式)：

|A|= ai1Ci1 + ai2Ci2 + . . .+ ainCin = a1jC1j + a2jC2j + . . .+ anjCnj

对任何i, j = 1, . . . , n。这个结论的严格证明比较复杂因此不在本课程的学习范围

内。大家只需牢记这个事实即可。

例子：我们分别对矩阵


1 2 3

−4 5 6

7 −8 9

沿第一行与第一列进行代数余子式展开
来计算它的行列式。

C11 = (−1)1+1

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3

−4 5 6

7 −8 9

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ 5 6

−8 9

∣∣∣∣∣ = 5× 9− (−8)× 6 = 93,

C12 = (−1)1+2

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3

−4 5 6

7 −8 9

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣∣−4 6

7 9

∣∣∣∣∣ = −(−4× 9− 7× 6) = 78,

C13 = (−1)1+3

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3

−4 5 6

7 −8 9

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣∣−4 5

7 −8

∣∣∣∣∣ = −4× (−8)− 7× 5 = −3,

因此沿第一行的代数余子式展开为；

1× C11 + 2× C12 + 3× C13 = 1× 93 + 2× 78− 3× 3 = 240.

C21 = (−1)2+1

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3

−4 5 6

7 −8 9

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣∣ 2 3

−8 9

∣∣∣∣∣ = −(2× 9− (−8)× 3) = −42,

C31 = (−1)3+1

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3

−4 5 6

7 −8 9

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣2 3

5 6

∣∣∣∣∣ = 2× 6− 5× 3 = −3,

因此沿第一列的代数余子式展开为；

1× C11 + (−4)× C21 + 7× C31 = 1× 93 + (−4)× (−42) + 7× (−3) = 240.

这验证了矩阵沿任何一行或任何一列的代数余子式展开都相等。另外我们也得到

以上矩阵的行列式为240。
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例子：(2022年线性代数期中考试题)

For the matrix A =


−2 1 0

0 3 2

5 1 −4

, the cofactor C23 =?

该题要求计算矩阵关于第2行第3列的cofactor，即代数余子式，因此依照代数余子

式的定义，我们得到

C23 = (−1)2+3

∣∣∣∣∣∣∣∣
−2 1 0

0 3 2

5 1 −4

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣∣−2 1

5 1

∣∣∣∣∣ = −(−2× 1− 5× 1) = 7.

注意：这里求的是代数余子式(cofactor)C23而非余子式(minor)M23，因此不要忘记

在求出M23后再乘上(−1)2+3。

由于计算矩阵行列式时我们可以任选沿一行或一列进行代数余子式展开，有

些时候选取合适的行或者列进行代数余子式展开将会极大的减少我们的计算量。

这就是计算矩阵行列式的第一个重要的技巧：尽量去找含0最多的那一行或者列去

进行代数余子式展开。

例子：我们要计算矩阵A =


1 0 0 −1

3 1 2 2

1 0 −2 1

2 0 0 1

的行列式。由于第二列包含了3个

为零的项，较其他列或行都多，我们选择沿第二列进行代数余子式展开。显然，

由于a12 = a32 = a42 = 0，沿第二列的代数余子式展开为

a12×C12+a22×C22+a32×C32+a42×C42 = 0×C12+a22×C22+0×C32+0×C42 = a22C22.

由于a22 = 1，我们实际上得到|A|= C22。因此

|A|= (−1)2+2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 −1

3 1 2 2

1 0 −2 1

2 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 −1

1 −2 1

2 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ .

对于计算

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 −1

1 −2 1

2 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣我们注意到该矩阵第二列包含最多的0，因此沿第二列进行
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代数余子式展开，可得

|A|=

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 −1

1 −2 1

2 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −2×(−1)2+2

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 −1

1 −2 1

2 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −2×

∣∣∣∣∣1 −1

2 1

∣∣∣∣∣ = −2×(1×1−2×(−1)) = −6.

例子：对上三角矩阵A =


a11 a12 . . . a1n

0 a22 . . . a2n
...

... . . . ...

0 0 . . . ann

求行列式我们注意到第一列上
首项a11下方的所有项全为0，即a21, . . . , an1均为0，因此对其沿第一列进行代数余

子式展开，可得

|A|= a11C11 + 0× C21 + . . .+ 0× Cn1 = a11C11.

显然对A删掉首行首列后我们得到的还是一个上三角矩阵：
a22 a23 . . . a2n

0 a33 . . . a3n
...

... . . . ...

0 0 . . . ann

 ,

继续对该矩阵沿第一列展开，同样的理由告诉我们|A|= a11a22

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a33 a34 . . . a3n

0 a44 . . . a4n
...

... . . . ...

0 0 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
。

继续该步骤(或使用数学归纳法)我们最后得到

|A|= a11a22 . . . ann,

即上三角矩阵A的行列式为其对角线上所有项的乘积。

同理，对下三角矩阵沿第一行展开，我们也可以直接得到下三角矩阵A的行

列式为其对角线上所有项的乘积。

显然，若一个矩阵含有0行或者0列，那么它的行列式一定为0。因为沿着0行

或者0列进行代数余子式展开所得到的值必为零。(见英文教材Theorem 2.2.1)

例子：假设n阶矩阵A具有以下分块矩阵(partitioned matrix)形状：

A =

[
B 0

C D

]
,

49



其中B为r阶方阵，0 = 0r×k为r×k-零矩阵，C为k×r-矩阵，D为k阶方阵，r+k =

n。换而言之，我们可以将A写为

B11 . . . B1r 0 . . . 0
... . . . ...

... . . . ...

Br1 . . . Brr 0 . . . 0

C11 . . . C1r D11 . . . D1k

... . . . ...
... . . . ...

Ck1 . . . Ckr Dk1 . . . Dkk


.

我们可以证明det(A) = det(B) det(D)。同样的，对于A =

[
B C

0 D

]
这样的分块矩

阵我们也有det(A) = det(B) det(D)。具体证明留作习题。

2.2.通过行变换简化行列式的计算，Evaluating determinants by row reduction

在上一节的末尾我们看到三角矩阵的行列式计算非常简单，即，对任何三角

矩阵A，它的行列式det(A) = a11a22 . . . ann等于它对角线上所有项的乘积。另一

方面我们知道任何n阶方阵A都可以通过初等行变换化为简化阶梯型 (reduced row
echelon form)R，并且由 Theorem 1.7可知R要么包含至少一个0行，要么等于单位

矩阵；这意味着det(R) = 0 (当R包含至少一个0行时，沿该0行的代数余子式展开

为0，我们在上一节已经讨论过这个事实)或者det(R) = 1 (当R为单位矩阵时，此

时因为单位矩阵作为对角矩阵显然为一个三角矩阵，且其对角线上的项全为1，故

有det(R) = 1)。因此，如果我们能知道每一次初等行变换对矩阵行列式的影响，

那么通过初等行变换把原矩阵化为简化阶梯型，同时计算这些初等行变换对行列

式累积造成的影响，最终结合det(R) = 0或1，我们可以计算出原矩阵的行列式。

在本节我们将会学习到以上所提到的“通过行变换简化行列式的计算”。

Theorem 2.5 (英文教材Theorem 2.2.3). 令A为n阶方阵。

1. 若B为通过对A的某一行乘以非零常数c得到的矩阵，那么det(B) = c det(A)。

2. 若B为通过交换A的任意两行得到的矩阵，那么det(B) = − det(A)。

3. 若B为通过对A的某一行乘以常数c加到另外一行上得到的矩阵，那么det(B) =

det(A)。

证明. 注意：该证明本身不在考试内容中，时间较紧张的同学可以忽略该证明。但

请务必牢记定理内容！
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• 令A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

... . . . ...

an1 an2 . . . ann

，那么对A的第i行乘以非零常数c后得到

B =



a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
...

...

cai1 cai2 . . . cain
...

...
...

...

an1 an2 . . . ann


.

显然，若我们沿B的第i行进行代数余子式展开，那么可得

det(B) = cai1C̃i1 + cai2C̃i2 + . . .+ cai1C̃in,

这里我们用C̃ij指代矩阵B关于第i行第j列的代数余子式。由于这个行变换仅

影响了第i行，即B除第i行外的所有其他行都与原矩阵A相同，那么删掉B的

第i行第j列后得到的子矩阵B̃ij与删掉A的第i行第j列后得到的子矩阵Ãij相

同，因此C̃ij = (−1)i+j det(B̃ij) = (−1)i+j det(Ãij) = Cij，即B关于第i行
第j列的代数余子式与A关于第i行第j列的代数余子式相等。因此，由以上等
式，我们实际上得到

det(B) = cai1C̃i1+ cai2C̃i2+ . . .+ cai1C̃in = c(ai1Ci1+ . . .+ainCin) = c det(A).

• 我们首先证明，若B是通过对A交换相邻的两行得到的，那么det(B) = − det(A)。

让我们先从最简单的n = 2的情况开始。令A =

[
a11 a12

a21 a22

]
，交换它的第一

行与第二行得到 B =

[
a21 a22

a11 a12

]
。注意，若我们把B写为B =

[
b11 b12

b21 b22

]
，那

么b21 = a11，b22 = a12。现在我们对B沿第2行进行代数余子式展开，得到

det(B) = b21C̃21 + b22C̃22 = a11C̃21 + a12C̃22,

这里C̃ij还是指代矩阵B关于第i行第j列的代数余子式。注意，将B删掉第2行

第1列后得到的是子矩阵是a22，将B删掉第2行第2列后得到的是子矩阵是a11；

它们分别与将A删掉第1行第1列后得到的是子矩阵以及将A删掉第1行第2列

后得到的是子矩阵相等！这是因为B的第一行是A的第二行，B的第二行是A的
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第一行。根据代数余子式的定义，

C̃21 = (−1)2+1 a22︸︷︷︸
将B删掉第2行第1列后得到的子矩阵的行列式

= (−1)(−1)1+1 a22︸︷︷︸
将A删掉第1行第1列后得到的子矩阵的行列式

= (−1)C11;

同理可得C̃22 = −C12。因此，

det(B) = b21C̃21 + b22C̃22 = a11C̃21 + a12C̃22

= −a11C11 − a12C12

= − det(A).

以上推导可以推广到任意自然数n的情况。具体来讲，对n阶方阵A交换相邻

的第i行与第i + 1行得到矩阵B，那么必然有Bi+1,j = Aij，Bij = Ai+1,j对

所有j = 1, . . . , n成立 (即B的第i + 1行是A的第i行，B的第i行是A的第i +

1行)，且B除了第i与第i + 1行外的其他行与A对应的行都相等。现在我们对

矩阵B沿第i+ 1行进行代数余子式展开 (令B̃i+1,j代指将B删掉第i+ 1行第j列

后得到的子矩阵，令C̃i+1,j代指B关于第i + 1行第j列的代数余子式)，可以得

到

det(B) = Bi+1,1 (−1)i+1+1 det(B̃i+1,1)︸ ︷︷ ︸
=C̃i+1,1

+ . . .+Bi+1,n (−1)i+1+n det(B̃i+1,n)︸ ︷︷ ︸
=C̃i+1,n

= Ai1 (−1)i+1+1 det(B̃i+1,1)︸ ︷︷ ︸
=C̃i+1,1

+ . . .+ Ain (−1)i+1+n det(B̃i+1,n)︸ ︷︷ ︸
=C̃i+1,n

.

现在请大家自行验证，由于我们只是交换了A的相邻的i与i+ 1两行，所以

B̃i+1,j︸ ︷︷ ︸
删掉B第i+1行第j列得到的子矩阵

= Ãij︸︷︷︸
删掉A第i行第j列得到的子矩阵
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对所有j = 1, . . . , n成立，可参见下图。

B̃i+1,j =



b11 . . . b1j . . . b1n
...

...
...

...
...

bi+1,1 . . . bi+1,j . . . bi+1,n

...
...

...
...

...

bn1 . . . bnj . . . bnn



=



a11 . . . a1,j−1 a1j a1,j+1 . . . a1n
...

...
...

...
...

...
...

ai−1,1 . . . ai−1,j−1 ai−1,j ai−1,j+1 . . . ai−1,n

ai+1,1 . . . ai+1,j−1 ai+1,j ai+1,j+1 . . . ai+1,n (B的第i行)

ai,1 . . . ai,j−1 aij ai,j+1 . . . ai,n (B的第i+1行)
...

...
...

...
...

...
...

an1 . . . an,j−1 anj an,j+1 . . . ann


,

Ãi,j =



a11 . . . a1j . . . a1n
...

...
...

...
...

ai,1 . . . ai,j . . . ai,n
...

...
...

...
...

an1 . . . anj . . . ann



=



a11 . . . a1,j−1 a1j a1,j+1 . . . a1n
...

...
...

...
...

...
...

ai−1,1 . . . ai−1,j−1 ai−1,j ai−1,j+1 . . . ai−1,n

ai,1 . . . ai,j−1 aij ai,j+1 . . . ai,n (A的第i行)

ai+1,1 . . . ai+1,j−1 ai+1,j ai+1,j+1 . . . ai+1,n (A的第i+1行)
...

...
...

...
...

...
...

an1 . . . an,j−1 anj an,j+1 . . . ann


.

因此，我们有C̃i+1,j = (−1)i+j+1 det(B̃i+1,j) = (−1)(−1)i+j det(Ãi,j) = −Cij
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(Cij为A关于第i行第j列的代数余子式)对任何j = 1, . . . , n成立，故而

det(B) = Bi+1,1 (−1)i+1+1 det(B̃i+1,1)︸ ︷︷ ︸
=C̃i+1,1

+ . . .+Bi+1,n (−1)i+1+n det(B̃i+1,n)︸ ︷︷ ︸
=C̃i+1,n

= Ai1 (−1)i+1+1 det(B̃i+1,1)︸ ︷︷ ︸
=C̃i+1,1

+ . . .+ Ain (−1)i+1+n det(B̃i+1,n)︸ ︷︷ ︸
=C̃i+1,n

= −Ai1Ci1 − . . .− AinCin

= − (Ai1Ci1 + . . .+ AinCin)︸ ︷︷ ︸
A沿第i行的代数余子式展开

= − det(A).

现在我们证明若B是通过对A交换任意两行得到的矩阵，那么det(B) = − det(A)。

不妨假设互换的是第i行与第k行且k > i+ 1。我们首先将第i行与它下方相邻

的第i+ 1行交换，得到矩阵A1，再将A1的第i+ 1行与第i+ 2行互换，得到矩

阵A2，继续k− i次后我们得到一个矩阵Ak−i，显然它的第i行是原来A的第i+

1行，它的第i+1行是原来A的第i+2行，...，它的第k−1行是原来A的第k行，

它的第k行是原来A的第i行。由于在这个过程中我们共交换了相邻两行k −
i次，根据我们之前的分析可知det(Ak−i) = (−1)k−i det(A)。现在将Ak−i的

第k − 1行(是原矩阵A的第k行)与第k − 2行(是原矩阵A的第k − 1行)交换得到

矩阵Ak−i+1，将Ak−i+1的第k − 2行(是原矩阵A的第k行)与第k − 3行(是原矩

阵A的第k − 2行)进行交换得到Ak−i+2，这样继续k − i− 1次后我们最终得到

矩阵B = Ak−i+(k−i−1)，它的第i行是A的第k行，第k行是A的第i行，其余行

与A对应的行一致。从Ak−i到B = Ak−i+(k−i−1)交换了相邻两行k−i−1次，因

此由之前的分析可得det(B) = (−1)k−i−1 det(Ak−i) = (−1)k−i−1(−1)k−i det(A) =

(−1)2(k−i)−1 det(A)。由于2(k−1)+1是个奇数，我们得到det(B) = − det(A)。

• 首先注意，由于已经证明了交换A的两行后得到的矩阵B满足det(B) = − det(A)，

我们可知：若矩阵A包含有相同的两行，比如第i行与第k行，那么交换这两

行后得到的矩阵B依然与A相同，那么这意味着det(B) = det(A)与det(B) =

− det(A)必须同时成立，即det(A) = 0。 现在假设B是通过将A的第i行乘以

常数c加到第k行上得到的，即B第k行为[
bk1 bk2 . . . bkn

]
=

[
ak1 + cai1 ak2 + cai2 . . . akn + cain

]
,

以及B除去第i行外的其余行与A对应的行都相等。那么后者意味着将B删去

第k行第j列后的所有子矩阵都与将B删去第k行第j列后的所有子矩阵相等(j =

1, . . . , n)，因此必有C̃kj = Ckj，这里C̃kj为B关于第k行第j列的代数余子式，

Ckj为A关于第k行第j列的代数余子式。将B沿着第k行进行代数余子式展开，
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我们得到

det(B) = bk1C̃k1 + . . .+ bknC̃kn = (ak1 + cai1)Ck1 + . . . (akn + cain)Ckn

= ak1Ck1 + . . .+ aknCkn + c(ai1Ck1 + . . .+ ainCkn).

现在我们观察ai1Ck1 + . . .+ ainCkn。经过简单思考容易看出，这个表达式实

际上是矩阵P沿第k行的代数余子式，而这个矩阵P的第i行与第k行都与A的

第i行相等，P的其余行与A的对应行相等。

P =



a11 a12 . . . a1n
...

...
...

...

ai1 ai2 . . . ain (第i行)
...

...
...

...

ai1 ai2 . . . ain (第k行)
...

...
...

...

an1 an2 . . . ann


由于P含有相同的两行，我们知道det(P ) = ai1Ck1 + . . .+ ainCkn = 0。因此

det(B) = bk1C̃k1 + . . .+ bknC̃kn = (ak1 + cai1)Ck1 + . . . (akn + cain)Ckn

= ak1Ck1 + . . .+ aknCkn + c(ai1Ck1 + . . .+ ainCkn)

= ak1Ck1 + . . .+ aknCkn + c det(P )

= ak1Ck1 + . . .+ aknCkn + 0

= ak1Ck1 + . . .+ aknCkn.

这意味着det(B) = ak1Ck1 + . . . + aknCkn = det(A)，因为ak1Ck1 + . . . +

aknCkn是A沿第k行的代数余子式展开。

Remark 2.6. 尽管 Theorem 2.5的证明不需要掌握，在证明过程中得到的两个结论

却是我们需要记住的：

1. 若矩阵A包含有相同的两行，比如第i行与第k行，那么交换这两行后得到的

矩阵B依然与A相同，那么这意味着det(B) = det(A)与det(B) = − det(A) (该

等式由 Theorem 2.5的第2条说法得到)必须同时成立，即det(A) = 0。

2. 对于任何n阶方阵A，i ̸= k，我们有

ai1Ck1 + . . .+ ainCkn = 0.

这是因为ai1Ck1 + . . .+ ainCkn实际上是矩阵P沿第k行展开的代数余子式，而

这个矩阵P的第i行与第k行都与A的第i行相等，P的其余行与A的对应行相
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等要证实ai1Ck1 + . . .+ ainCkn实际上是矩阵P沿第k行展开的代数余子式，只

需注意，由于P与A唯一的区别在于P的第k行等于A的第i行，因此删掉P的

第k行第j列后得到的子矩阵与删掉A的第k行第j列后得到的子矩阵是完全一

样的！这意味着P关于第k行第j列的代数余子式C̃kj等于A关于第k行第j列的

代数余子式Ckj对任何j = 1, . . . , n成立;因此P沿第k行的代数余子式展开等于

Pk1C̃k1 + . . .+ PknC̃kn = ai1Ck1 + . . .+ ainCkn.

P =



a11 a12 . . . a1n
...

...
...

...

ai1 ai2 . . . ain (第i行)
...

...
...

...

ai1 ai2 . . . ain (第k行)
...

...
...

...

an1 an2 . . . ann


由于P含有相同的两行，我们知道det(P ) = ai1Ck1 + . . .+ ainCkn = 0。

以上两条性质非常重要，我们将在下一节使用到它们。此外这两条性质也是潜在

的考点，相关的考试题我们将在下一节详细分析。

由以上Remark的第一点我们可以立刻得到以下定理，见英文教材Theorem 2.2.5。

Theorem 2.7. 若A为n阶方阵，且它的第k行等于第i行乘以某个常数c，那么有det(A) =

0。

证明. 由假设可知

A =



a11 a12 . . . a1n
...

...
...

...

ai1 ai2 . . . ain (第i行)
...

...
...

...

cai1 cai2 . . . cain (第k行)
...

...
...

...

an1 an2 . . . ann
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是将矩阵

P =



a11 a12 . . . a1n
...

...
...

...

ai1 ai2 . . . ain (第i行)
...

...
...

...

ai1 ai2 . . . ain (第k行)
...

...
...

...

an1 an2 . . . ann


的第k行乘以常数c得到的，因此由Theorem 2.5的第1点可知

det(A) = c det(P ).

又因为P含有相同的两行，我们知道det(P ) = 0，因此det(A) = c × 0 = 0，证毕。

由于det(In) = 1 (注意单位矩阵In为对角矩阵，因此由上一节的讨论可知它的

行列式等于其对角线上所有项的乘积，即等于1)，下面的定理是 Theorem 2.5的直

接推论，见英文教材 Theorem 2.2.4。

Theorem 2.8. 设E为n阶初等矩阵。

1. 若E是由对单位矩阵In的某一行乘以非零常数c得到的，那么det(E) = c。

2. 若E是由交换单位矩阵In的某两行得到的，那么det(E) = −1。

3. 若E是由将单位矩阵In的某一行乘以常数c加到另外一行上得到的，那么det(E) =

1。

注意，由于矩阵沿任何一行或者任何一列的代数余子式都等于它的行列式，

而矩阵的转置是将行变成列，列变成行，所以以下定理显然成立。

Theorem 2.9. 对任何n阶方阵A，都有det(A) = det(A⊤)。

证明. 由于(A⊤)ij = Aji对任何i, j = 1, . . . , n，对A⊤沿第i行进行代数余子式展开

显然等于对A沿第i列进行代数余子式展开；类似的，对A⊤沿第i列进行代数余子

式展开显然等于对A沿第i行进行代数余子式展开。而对A⊤沿第i行或列进行代数

余子式展开等于det(A⊤)，对A沿第i行或列进行代数余子式展开等于det(A)。故

有det(A⊤) = det(A)。

由于矩阵沿任何一行或者任何一列的代数余子式展开都等于它的行列式，本

节所有关于行的结论都可以照搬到关于列的情况。比如我们有：
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• 若矩阵A的第k列等于第i列乘以某个常数c，那么det(A) = 0；

• a1jC1k + a2jC2k + . . .+ anjCnk = 0对任何j ̸= k成立；

• 若B为通过对A的某一列乘以非零常数c得到的矩阵，那么det(B) = c det(A)。

• 若B为通过交换A的任意两列得到的矩阵，那么det(B) = − det(A)。

• 若B为通过对A的某一列乘以常数c加到另外一列上得到的矩阵，那么det(B) =

det(A)。

现在我们可以通过对矩阵进行行变换或者列变换来化简行列式的计算。

例子：矩阵A =


0 1 5

3 −6 9

2 6 1

。通过行变换将其化为阶梯型，同时追踪这些行
变换对行列式的影响，我们可以快速计算出它的行列式：

det(A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 5

3 −6 9

2 6 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣∣∣∣∣
3 −6 9

0 1 5

2 6 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ (第1行与第2行交换)

= −3

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −2 3

0 1 5

2 6 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ (
[
3 −6 9

]
= 3

[
1 −2 3

]
)

= −3

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −2 3

0 1 5

0 10 −5

∣∣∣∣∣∣∣∣ (第1行乘以-2加到第3行)

= −3

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −2 3

0 1 5

0 0 −55

∣∣∣∣∣∣∣∣ (第2行乘以-10加到第3行)

= (−3)(−55)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −2 3

0 1 5

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ (
[
0 0 −55

]
= −55

[
0 0 1

]
)

= (−3)(−55)(1) = 165.

例子：矩阵A =


1 0 0 3

2 7 0 6

0 6 3 0

7 3 1 −5

。我们通过列变换将其化为一个下三角矩阵，
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同时追踪这些行变换对行列式的影响，从而快速计算出它的行列式：

det(A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 3

2 7 0 6

0 6 3 0

7 3 1 −5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0

2 7 0 0

0 6 3 0

7 3 1 −26

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(第1列乘以-3加到第4列上)

= 1× 7× 3× (−26) = −546.

例子：矩阵A =


3 5 −2 6

1 2 −1 1

2 4 1 5

3 7 5 3

。我们通过行(列)变换在某一行或某一列制造

出尽可能多的0来化简行列式的计算。

det(A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 5 −2 6

1 2 −1 1

2 4 1 5

3 7 5 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 −1 1 3

1 2 −1 1

0 0 3 3

0 1 8 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
通过第2行乘以某些常数加到第1，3，4行

= −

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 1 3

0 3 3

1 8 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ 沿第1列进行代数余子式展开

= −

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 1 3

0 3 3

0 9 3

∣∣∣∣∣∣∣∣ 第1行加到第3行

= −(−1)

∣∣∣∣∣3 3

9 3

∣∣∣∣∣ 沿第1列进行代数余子式展开

= 3× 3− 9× 3 = −18.
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2.3.行列式的性质, Properties of determinants

本节中提到的行列式的几个性质都非常重要且会作为考点出现在考试中。另

一方面它们的证明并不作要求 (但建议大家在有时间的情况下阅读并理解证明思

路)，时间紧张的同学可以先略过证明，但务必牢记这几条性质的内容！

Theorem 2.10. 设A为n阶方阵，c为常数，那么det(cA) = cn det(A)。

证明. 我们使用数学归纳法。当n = 1时A = [a11]，此时显然有det(cA) = det([ca11]) =

ca11。现在假设对某个自然数n以及任何n阶方阵A，任何常数c都有det(cA) = cn det(A)。

我们考虑n+ 1阶方阵A，此时cA为
ca11 ca12 . . . ca1,n+1

...
...

...
...

...
...

...
...

can+1,1 can+1,2 . . . can+1,n+1

 .

令c̃A
1j
指代矩阵cA删去第一行第j列后得到的n阶子矩阵，令Ã1j指代矩阵A删去第

一行第j列后得到的n阶子矩阵。经过简单观察可知c̃A
1j
= cÃ1j。因为它们为n阶方

阵，由归纳假设可得det(c̃A
1j
) = det(cÃ1j) = cn det(Ã1j)对任何j = 1, . . . , n + 1成

立。因此对cA沿第一行做代数余子式展开可得

det(cA) = ca11 (−1)1+1 det(c̃A
11
)︸ ︷︷ ︸

cA关于第一行第一列的代数余子式

+ . . .+ ca1,n+1 (−1)n+1+1 det(c̃A
1,n+1

)︸ ︷︷ ︸
cA关于第一行第n+1列的代数余子式

= ca11c
n (−1)1+1 det(Ã11)︸ ︷︷ ︸

A关于第一行第一列的代数余子式

+ . . .+ ca1,n+1c
n (−1)n+1+1 det(Ã1,n+1)︸ ︷︷ ︸

A关于第一行第n+1列的代数余子式

= cn+1(a11 C11︸︷︷︸
A关于第一行第一列的代数余子式

+ . . .+ a1,n+1 C1,n+1︸ ︷︷ ︸
A关于第一行第n+1列的代数余子式

)

= cn+1 det(A).

因此我们证明了n + 1阶方阵的情况。由数学归纳法可得该等式对任何自然数n均

成立。

Theorem 2.11 (英文教材Theorem 2.3.1). 设C为n阶方阵，并且具有以下形状：

C =



a11 a12 . . . a1n
...

...
...

...

ai1 + bi1 ai2 + bi2 . . . ain + bin (第i行)
...

...
...

...

an1 an2 . . . ann


.
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那么，令

A =



a11 a12 . . . a1n
...

...
...

...

ai1 ai2 . . . ain (第i行)
...

...
...

...

an1 an2 . . . ann


,

令

B =



a11 a12 . . . a1n
...

...
...

...

bi1 bi2 . . . bin (第i行)
...

...
...

...

an1 an2 . . . ann


(即C矩阵的第i行等于A的第i行与B的第i行之和，C的其余行与A的其余行相同，

也与B的其余行相同)，我们有

det(C) = det(A) + det(B).

类似的，若C可表示为 
a11 . . . a1j + b1j . . . a1n

...
...

...
...

...

an1 . . . anj + bnj . . . ann

 ,

那么令

A =


a11 . . . a1j . . . a1n

...
...

...
...

...

an1 . . . anj . . . ann

 ,

令

B =


a11 . . . b1j . . . a1n

...
...

...
...

...

an1 . . . bnj . . . ann


(即C矩阵的第j列等于A的第j列与B的第j列之和，C的其余列与A的其余列相同，

也与B的其余列相同)，我们有

det(C) = det(A) + det(B).
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证明. 若

C =



a11 a12 . . . a1n
...

...
...

...

ai1 + bi1 ai2 + bi2 . . . ain + bin
...

...
...

...

an1 an2 . . . ann


,

那么显然C关于第i行第j列的代数余子式(记作Cij)与A关于第i行第j列的代数余子

式相等，也与B关于第i行第j列的代数余子式相等(对任何j = 1, . . . , n)，因此对C沿

第i行做代数余子式展开得到

det(C) = (ai1 + bi1)Ci1 + . . .+ (ain + bin)Cin

= ai1 Ci1︸︷︷︸
A关于第i行第1列的代数余子式

+ . . .+ ain Cin︸︷︷︸
A关于第i行第n列的代数余子式

+ bi1 Ci1︸︷︷︸
B关于第i行第1列的代数余子式

+ . . .+ bin Cin︸︷︷︸
B关于第i行第n列的代数余子式

= det(A) + det(B).

若 
C = a11 . . . a1j + b1j . . . a1n

...
...

...
...

...

an1 . . . anj + bnj . . . ann

 ,

那么对C沿第j列做代数余子式展开可得det(C) = det(A) + det(B)。

注意：一般来说det(A + B) ̸= det(A) + det(B)。比如令A =

[
1 2

2 5

]
，B =[

3 1

1 3

]
，那么A+B =

[
4 3

3 8

]
，但det(A+B) = 23，det(A) + det(B) = 1 + b = 9，

两者不相等。

Lemma 2.12 (英文教材Lemma 2.3.2). 令B为n阶方阵，E为n阶初等矩阵，那么det(EB) =

det(E) det(B)。

证明. 由于初等行变换有三种类型，我们进行如下分类讨论。

1. 假设E是由In的某一行乘以非零常数c得到。此时由Theorem 2.8可知det(E) =

c。另一方面我们知道EB等于将B的某一行乘以c，因此由Theorem 2.5又有det(EB) =

c det(B)。显然这说明det(EB) = det(E) det(B)。
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2. 假设E是由In交换某两行得到。那么由Theorem 2.8可知det(E) = −1。另一

方面我们知道EB等于将B的某两行互换，因此由Theorem 2.5又有det(EB) =

− det(B)。显然这说明det(EB) = det(E) det(B)。

3. 假设E是由In的某一行乘以常数c加到另一行所得到。那么由Theorem 2.8可

知det(E) = 1。另一方面我们知道EB等于将B的某一行乘以常数c加到另

一行，因此由Theorem 2.5又有det(EB) = det(B)。显然这说明det(EB) =

det(E) det(B)。

Theorem 2.13 (英文教材Theorem 2.3.3). 一个n阶方阵A可逆(invertible)当且仅当det(A) ̸=
0。

证明. 令R为A的简化阶梯型。由1.5节的内容可知，此时有若干个初等矩阵E1, . . . , Er使

得R = Er . . . E2E1A。那么利用Lemma 2.12我们有

det(R) = det(Er) . . . det(E2) det(E1) det(A).

若R为单位矩阵In；此时我们有det(R) = det(In) = 1 ̸= 0；若det(R) ̸= 0，那么必

然意味着R中不可能包含0行，因此由Theorem 1.7可知此时R必是单位矩阵。因此

我们实际上得到A的简化阶梯型R为单位矩阵In当且仅当det(R) ̸= 0，即det(R) =

det(Er) . . . det(E2) det(E1) det(A) ̸= 0。另一方面，由Theorem 2.8我们知道任何初

等矩阵E的行列式均不为0(若E是由In的某一行乘以非零常数c得到，那么det(E) =

c ̸= 0；若E是由In交换某两行得到，那么det(E) = −1 ̸= 0；若E是由In的某一行

乘以常数c加到另一行所得到，那么det(E) = 1 ̸= 0)。因此，利用Theorem 1.22，

我们有如下等价关系：

A可逆 ⇔ R是单位矩阵 (Theorem 1.22)

⇔ det(R) ̸= 0

⇔存在若干初等矩阵E1, . . . , Er, det(R) = det(Er) . . . det(E2) det(E1)︸ ︷︷ ︸
̸=0

det(A) ̸= 0

⇔ det(A) ̸= 0.

Theorem 2.14 (英文教材Theorem 2.3.4). 对任何n阶方阵A与B，有

det(AB) = det(A) det(B).

证明. 若A不可逆，那么AB也不可逆(见Theorem 1.26)。此时由Theorem 2.13可知det(A) =

0，det(AB) = 0，因此显然有det(AB) = det(A) det(B)。
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现在假设A可逆。那么由Theorem 1.22可知此时A可以被表示为若干个初等矩阵的

乘积：A = E1 . . . Er。此时我们有det(AB) = det(E1 . . . ErB)。那么利用Lemma

2.12可得det(AB) = det(E1) . . . det(Er) det(B)。再次利用Lemma 2.12可得det(A) =

det(E1 . . . ErIn) = det(E1) . . . det(Er) det(In) = det(E1) . . . det(Er)，因此det(AB) =

det(E1) . . . det(Er) det(B) = det(A) det(B)。

例子： (2021年线性代数期中考试题)

Let A =


1 1 1

1 2 3

1 4 6

. Compute the following trace and determinant:

tr(A⊤) =? , det(A2021) =?

答案： tr(A⊤) = tr(A) = 1 + 2 + 6 = 9。

det(A) = −1，因此det(A2021) = det(A)2021 = (−1)2021 = −1。

Theorem 2.15 (英文教材Theorem 2.3.5). 若n阶方阵A可逆，那么

det(A−1) =
1

det(A)
.

证明. 利用Theorem 2.14可得det(AA−1) = det(A) det(A−1)，因此 1 = det(In) =

det(AA−1) = det(A) det(A−1)，所以 det(A−1) = 1
det(A)

。

Definition 2.16 (英文教材第122页，Definition 1). 对于n阶方阵A，令Cij为A关于

第i行第j列的代数余子式。我们称矩阵

C =


C11 C12 . . . C1n

C21 C22 . . . C2n

...
... . . . ...

Cn1 Cn2 . . . Cnn


为A的代数余子式矩阵(matrix of cofactors from A)。我们称C的转置C⊤为A的伴随

矩阵(adjoint matrix of A)，并记为adj(A)，即

adj(A) =


C11 C21 . . . Cn1

C12 C22 . . . Cn2

...
... . . . ...

C1n C2n . . . Cnn

 .

Theorem 2.17 (英文教材Theorem 2.3.6). 若A为可逆n阶方阵，那么

A−1 =
1

det(A)
adj(A).
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实际上，对对对任任任何何何n阶阶阶方方方阵阵阵A(不不不论论论是是是否否否可可可逆逆逆)，我们有

Aadj(A) = det(A)In.

证明. 我们首先证明对任何n阶方阵A，有

Aadj(A) = det(A)In.

由伴随矩阵adj(A)的定义可知，

Aadj(A) =



a11 a12 . . . a1n
...

...
...

...

ai1 ai2 . . . ain
...

...
...

...

an1 an2 . . . ann



C11 . . . Cj1 . . . Cn1

...
...

...
...

...

C1n . . . Cjn . . . Cnn

 .

若i = j = 1, . . . , n，那么Aadj(A)在第i行第j = i列上的项(即Aadj(A)对角线上的

项)为 [
ai1 ai2 . . . ain

]
Ci1

...

Cin

 = ai1Ci1 + . . .+ ainCin = det(A);

若i ̸= j，那么Aadj(A)在第i行第j列上的项(即Aadj(A)不在对角线上的项)为

[
ai1 ai2 . . . ain

]
Cj1

...

Cjn

 = ai1Cj1 + . . .+ ainCjn,

而由Remark 2.6我们知道，当i ̸= j时，ai1Cj1 + . . .+ ainCjn = 0。因此，以上观察

告诉我们，Aadj(A)对角线上所有的项都为det(A)，不在对角线上的项都为0，因

此Aadj(A)为对角矩阵，其形状为：

Aadj(A) =


det(A) 0 . . . 0

0 det(A) . . . 0
...

... . . . ...

0 0 . . . det(A)

 = det(A)In.

现在假设A可逆，那么由Theorem 2.13可知此时det(A) ̸= 0，因此由Aadj(A) =

det(A)In得到(等式两边除以det(A))

A−1 =
1

det(A)
adj(A).
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例子： (2022年线性代数期中考试题)

1. Let A be an invertible 4× 4 matrix and suppose that the adjoint matrix of A is

adj(A) =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 8

 .

Compute det(A) and A−1.

2. Let A be a 4 × 4 matrix and suppose that the first row of A is
[
1 2 0 4

]
, the

third column of adj(A) is


6

x

19

2

. Compute x.

答案：

1. 因为

Aadj(A) = det(A)In

我们有

det(Aadj(A)) = det(det(A)In).

这意味着：det(A) det(adj(A)) = det(A)4 det(In) = det(A)4。由于A可逆，我

们有det(A) ̸= 0，因此我们得到det(adj(A)) = det(A)3。由于det(adj(A)) =

1 × 1 × 1 × 8 = 8，我们得到det(A)3 = 8，因此det(A) = 2。再利用A−1 =
1

det(A)
adj(A)，最终得到

A−1 =
1

2


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 8

 =


1/2 0 0 0

0 1/2 0 0

0 0 1/2 0

0 0 0 4

 .

2. 由题设可知，A的第一行为[
a11 a12 a13 a14

]
=

[
1 2 0 4

]
,

adj(A)的第三列为 
C31

C32

C33

C34

 =


6

x

19

2

 .
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那么由等式a11C31+a12C32+a13C33+a14C34 = 0并代入a11 = 1, a12 = 2, a13 =

0, a14 = 4, C31 = 6, C32 = x.C33 = 19, C34 = 2，得到

1× 6 + 2x+ 0× 19 + 4× 2 = 0

得到2x = −14，即x = −7。

由以上解题过程我们可以总结出：若在考试/作业中遇到跟伴随矩阵(adjoint
matrix)或者代数余子式(cofactor)有关的计算题或证明题，应该首先想到利用以下
等式

• A−1 = 1
det(A)

adj(A),

• Aadj(A) = det(A)In,

•

ai1Cj1 + . . .+ ainCjn =

det(A), i = j

0, i ̸= j.

2.4.某些特殊行列式的计算

例子1：范德蒙行列式, Vandermonde determinant
对任何自然数n，定义Vandermonde matrix为

Vn =


1 x0 x2

0 . . . xn
0

1 x1 x2
1 . . . xn

1
...

...
... . . .

...

1 xn x2
n . . . xn

n

 ,

注意Vn为n+ 1阶方阵。

现在我们求解Vn的行列式通项公式。我们首先依次将Vn的第1列乘以−x0加到第2列，

第2列乘以−x0加到第3列，...，第n列乘以−x0加到第n+ 1列，从而得到∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x0 x2
0 . . . xn

0

1 x1 x2
1 . . . xn

1
...

...
...

...
...

1 xn x2
n . . . xn

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 0 . . . 0

1 x1 − x0 x1(x1 − x0) x2
1(x1 − x0) . . . xn−1

1 (x1 − x0)
...

...
...

...
...

...

1 xn − x0 xn(xn − x0) x2
n(xn − x0) . . . xn−1

n (xn − x0)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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对上面等式右边的矩阵沿第一行做代数余子式展开，得到∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 0 . . . 0

1 x1 − x0 x1(x1 − x0) x2
1(x1 − x0) . . . xn−1

1 (x1 − x0)
...

...
... . . .

...

1 xn − x0 xn(xn − x0) x2
n(xn − x0) . . . xn−1

n (x1n− x0)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 1×

∣∣∣∣∣∣∣∣
x1 − x0 x1(x1 − x0) x2

1(x1 − x0) . . . xn−1
1 (x1 − x0)

...
... . . .

...

xn − x0 xn(xn − x0) x2
n(xn − x0) . . . xn−1

n (x1n− x0)

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (x1 − x0)(x2 − x0) . . . (xn − x0)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x1 x2

1 . . . xn−1
1

...
...

... . . .
...

1 xn x2
n . . . xn−1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (x1 − x0)(x2 − x0) . . . (xn − x0)|Vn−1|.

(因为[
xi − x0 xi(xi − x0) x2

i (xi − x0) . . . xn−1
i (xi − x0)

]
= (xi − x0)

[
1 xi x2

i . . . xn−1
i

]
对任何i = 1, . . . , n成立，因此对矩阵∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 − x0 x1(x1 − x0) x2
1(x1 − x0) . . . xn−1

1 (x1 − x0)
...

... . . .
...

xn − x0 xn(xn − x0) x2
n(xn − x0) . . . xn−1

n (x1n− x0)

∣∣∣∣∣∣∣∣
的每一行依次使用Theorem 2.5的第1.条内容可得以上等式。)

现在我们得到det(Vn) = (x1 − x0)(x2 − x0) . . . (xn − x0) det(Vn−1)。这里

Vn−1 =


1 x1 x2

1 . . . xn−1
1

...
...

... . . .
...

1 xn x2
n . . . xn−1

n

 .

显然我们可以继续对Vn−1使用上面的计算步骤，得到 det(Vn−1) = (x2 − x1)(x3 −
x1) . . . (xn − x1) det(Vn−2)，这里

Vn−2 =


1 x2 x2

2 . . . xn−2
2

...
...

... . . .
...

1 xn x2
n . . . xn−2

n

 .

这样重复下去，经过n次迭代最终得到通项公式：

det(Vn) =
n∏

j=1

(xj − x0)
n∏

j=2

(xj − x1) . . . (xn − xn−1) =
∏

0≤i<j≤n

(xj − xi).
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(这里记号
∏n

j=1为对下标j从1到n的连乘符号，即
∏n

j=1(xj − x0) = (x1 − x0)(x2 −
x0) . . . (xn − x0))

例子2：2021年线性代数期中考试题
求矩阵

Dn =



1 2 3 . . . n− 1 n

2 1 2 . . . n− 2 n− 1

3 2 1 . . . n− 3 n− 2
...

...
... . . . ...

...

n− 1 n− 2 n− 3 . . . 1 2

n n− 1 n− 2 . . . 2 1


的行列式。

答案：首先将Dn的第n−1行乘−1加到第n行，...，第2行乘−1加到第3行，第1行

乘−1加到第2行， (对比我们计算例1范德蒙行列式时的第一步是依次用每一列乘
以常数加到与它相邻的另一列上。显然这里我们使用了相似的技巧)，得到：∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 . . . n− 1 n

2 1 2 . . . n− 2 n− 1

3 2 1 . . . n− 3 n− 2
...

...
... . . . ...

...

n− 1 n− 2 n− 3 . . . 1 2

n n− 1 n− 2 . . . 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 . . . n− 1 n

1 −1 −1 . . . −1 −1

1 1 −1 . . . −1 −1
...

...
... . . . ...

...

1 1 1 . . . −1 −1

1 1 1 . . . 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

现在我们将上方等式右边的矩阵的最后一列加到第一列上，得到：∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 . . . n− 1 n

1 −1 −1 . . . −1 −1

1 1 −1 . . . −1 −1
...

...
... . . . ...

...

1 1 1 . . . −1 −1

1 1 1 . . . 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

n+ 1 2 3 . . . n− 1 n

0 −1 −1 . . . −1 −1

0 1 −1 . . . −1 −1
...

...
... . . . ...

...

0 1 1 . . . −1 −1

0 1 1 . . . 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,
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对上方等式右边的矩阵沿第一列做代数余子式展开，得到∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

n+ 1 2 3 . . . n− 1 n

0 −1 −1 . . . −1 −1

0 1 −1 . . . −1 −1
...

...
... . . . ...

...

0 1 1 . . . −1 −1

0 1 1 . . . 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (n+ 1)×

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 −1 . . . −1 −1

1 −1 . . . −1 −1
...

... . . . ...
...

1 1 . . . −1 −1

1 1 . . . 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

令Fn−1指代上方等式右边的n− 1阶方阵，即

Fn−1 =



−1 −1 . . . −1 −1

1 −1 . . . −1 −1
...

... . . . ...
...

1 1 . . . −1 −1

1 1 . . . 1 −1


,

我们目前得到det(Dn) = (n + 1) det(Fn−1)。接下来我们计算det(Fn−1)。首先将它

的最后一列加到第一列上，得到∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 −1 . . . −1 −1

1 −1 . . . −1 −1
...

... . . . ...
...

1 1 . . . −1 −1

1 1 . . . 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−2 −1 . . . −1 −1

0 −1 . . . −1 −1
...

... . . . ...
...

0 1 . . . −1 −1

0 1 . . . 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

对其沿第一列做代数余子式展开，得到

det(Fn−1) = (−2)×

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 . . . −1 −1
... . . . ...

...

1 . . . −1 −1

1 . . . 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

将上方等式右边的n − 2阶方阵记为Fn−2，显然它与Fn−1的结构一致，只是阶数减

一，因此重复以上步骤对Fn−2并继续迭代，最后得到

det(Fn−1) = (−2) det(Fn−2) = . . . = (−2)n−2 det(F1).

由于F1 = −1，以上等式最终等于：det(Fn−1) = (−2)n−2 × (−1) = (−1)n−12n−2。

将该表达式代入之前已经得到的等式det(Dn) = (n + 1) det(Fn−1)里，我们最后得

到

det(Dn) = (n+ 1) det(Fn−1) = (−1)n−12n−2(n+ 1).
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例子3：2020年线性代数期中考试题

Dn =



2 1 0 0 . . . 0

1 2 1 0 . . . 0

0 1 2 1 . . . 0
...

... . . . . . . . . . ...

0 0 . . . 1 2 1

0 0 . . . 0 1 2


.

求Dn的行列式。

答案：首先注意到将Dn的第一行第一列删掉后得到的n− 1阶方阵为Dn−1:

2 1 0 0 . . . 0

1 2 1 0 . . . 0

0 1 2 1 . . . 0
...

... . . . . . . . . . ...

0 0 . . . 1 2 1

0 0 . . . 0 1 2


,

这意味着Dn关于第一行第一列的代数余子式为C11 = det(Dn−1)。

将Dn的第二行第一列删掉后得到的n− 1阶方阵为

2 1 0 0 . . . 0

1 2 1 0 . . . 0

0 1 2 1 . . . 0
...

... . . . . . . . . . ...

0 0 . . . 1 2 1

0 0 . . . 0 1 2


=



1 0 0 . . . 0

1 2 1 . . . 0
... . . . . . . . . . ...

0 . . . 1 2 1

0 . . . 0 1 2


,

将上方等式右边的矩阵的第一行第一列删掉后得到的n− 2阶方阵显然为Dn−2:

1 0 0 . . . 0

1 2 1 . . . 0
... . . . . . . . . . ...

0 . . . 1 2 1

0 . . . 0 1 2


= Dn−2.
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因此，Dn关于第二行第一列的代数余子式C21满足

C21 = (−1)2+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 . . . 0

1 2 1 . . . 0
... . . . . . . . . . ...

0 . . . 1 2 1

0 . . . 0 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= − det(Dn−2) (沿第一行做代数余子式展开).

综上，对Dn的第一列做代数余子式展开，我们得到

det(Dn) = 2× C11 + 1× C21 = 2det(Dn−1)− det(Dn−2),

即det(Dn)− det(Dn−1) = det(Dn−1)− det(Dn−2)。由以上关系，以及det(D1) = 2，

det(D2) = 3，容易求得det(Dn) − det(Dn−1) = det(Dn−1) − det(Dn−2) = . . . =

det(D2)− det(D1) = 3− 2 = 1。由此可得数列det(Dn)的通项公式为

det(Dn) = det(Dn)− det(Dn−1) + det(Dn−1)− det(Dn−2) + . . .+ det(D2)− det(D1) + det(D1)

= n− 1 + det(D1)

= n− 1 + 2 = n+ 1.

行列式计算中的一些常见技巧(不完全)：假设我们要求n阶矩阵Dn的行列式，

那么可以试图

• 通过一系列行变换或者列变换，构造出含有尽可能多0的一行或者一列，然

后沿着这一行或列进行代数余子式展开。这样通常会得到与Dn结构相同但

阶数减少的方阵Dk，k ≤ n − 1。由此我们可以找到Dn的行列式与Dk，k ≤
n− 1的行列式之间的关系，从而确定Dn行列式的通项公式。比如在例子1中

我们得到det(Dn) =
∏n

j=1(xj − x0) det(Dn−1)，在例子3中我们得到det(Dn)−
det(Dn−1) = det(Dn−1)− det(Dn−2)。

• 首先计算几个低阶矩阵的行列式，比如D1，D2，D3，猜出Dn的通项公式，

然后使用数学归纳法。实际上，要使用数学归纳法，我们依然需要找到Dn的

行列式与Dk，k ≤ n−1的行列式之间的关系，比如第三次作业的Problem E。

• 更多具体技巧需要大家通过做题自己总结，或者参考一些课外教材，比如同

济大学出版社的线性代数习题集等。
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3 第三章：欧式空间

3.1. n维欧式空间， n-Euclidean space

本节的内容非常简单。在高中我们知道平面中的向量(vector)v = (v1, v2)包含

有两个坐标v1, v2分别指示它在x轴与y轴上的位置；立体空间中的向量v = (v1, v2, v3)具

有三个坐标v1, v2, v3分别代表它在x轴，y轴与z轴上的位置。那么当然我们也可以

考虑具有n个坐标的向量，这里n可以是任意自然数。

Definition 3.1 (英文教材136页Definition 1). 对任何自然数n，一个n维向量v是一个

排列好的n元数组(ordered n-tuple) v = (v1, v2, . . . , vn)，其中每个vi都是实数，i =

1, . . . , n。我们把所有这些n维向量的集合叫做n维维维欧欧欧式式式空空空间间间，并且记作Rn。

所有对于二维，三维向量成立的运算法则一样可以推广到n维向量的情况。比

如

• 所有坐标都为0的n维零向量0 = (0, . . . , 0)满足v + 0 = 0 + v = v对任何v ∈
Rn成立。

• 两个n维向量v，w相等当且仅当它们的每个坐标都相等，即v1 = w1， ...，

vn = wn。

• v +w = (v1 + w1, v2 + w2, . . . , vn + wn)。

• 对任何常数c， cv = (cv1, cv2, . . . , cvn)。

其余运算法则请大家仔细阅读英文教材137页至139页的内容。

这里请大家特别注意，作为向量，我们不需要区分它是行向量还是列向量。

在后面的具体运算中，我们有时会把向量当做行向量，有时当做列向量处理，这

取决于具体情形。

下面这个概念非常重要：

Definition 3.2 (英文教材139页Definition 4). 给定n维向量v1,v2, . . . ,vr，我们称一

个n维向量w ∈ Rn是关于v1,v2, . . . ,vr的线性组合(linear combination)，当且仅当

存在实数k1, k2, . . . , kr使得

w = k1v1 + k2v2 + krvr.

此时我们称k1, k2, . . . , kr为w关于v1,v2, . . . ,vr的系数(coefficient)。
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例子：在第一章的学习中我们引入了标准单位向量(standard unit vector)的概

念，即在n维欧式空间Rn中存在n个标准单位向量ei = (0, . . . , 0, 1︸︷︷︸
第i个位置

, 0, . . . , 0)，

i = 1, . . . , n。显然，任何n维向量v ∈ Rn都可以表示为关于e1, . . . , en的线性组合：

v = (v1, . . . , vn) = v1e1 + . . .+ vnen,

且此时v1, . . . , vn是v关于e1, . . . , en的系数。

例子: w = (1, 2)是关于e1 = (1, 0)，e2 = (0, 1)的线性组合：

w = 1e1 + 2e2,

此时w关于e1 = (1, 0)，e2 = (0, 1)的系数分别为1和2。

同时w = (1, 2)是关于v1 = (1,−1)，v2 = (−1,−1)的线性组合：

w = −1

2
v1 −

3

2
v2,

此时w关于v1 = (1, 0)，v2 = (0, 1)的系数分别为−1/2和−3/2。

w = (1, 2)是关于v1 = (1, 0)，v2 = (0, 1)， v3 = (1, 1)的线性组合，比如

w = 1v1 + 2v2 + 0v3

或者

w = −v1 + 0v2 + 2v3.

这意味着一个向量(w)关于同一组其他向量(v1,v2,v3)可能有多个不同的线性组合
表示。

3.2.欧式空间中的范数/内积/距离, Norm, Dot product, Distance in Euclidean space

Definition 3.3 (英文教材142页Definition 1). 对于n维向量v = (v1, . . . , vn) ∈ Rn，它

的欧欧欧式式式范范范数数数(Euclidean norm)或者欧欧欧式式式几几几何何何长长长度度度(length in Euclidean space)记为∥v∥，
并被表示为

∥v∥=
√

v21 + v22 + . . .+ v2n.

显然，当n = 2或n = 3时，对于v = (v1, v2)或v = (v1, v2, v3)，它的范数∥v∥给
出的是坐标为(v1, v2)或坐标为(v1, v2, v3)的点距离原点(即零向量)0的距离。在n维

欧式空间里向量v的范数∥v∥同样反映了坐标为(v1, . . . , vn)的点距离原点的距离。

以下定理非常容易证明，请阅读英文教材143页Theorem 3.2.1.
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Theorem 3.4. 对任何v ∈ Rn，我们有

1. ∥v∥≥ 0；

2. ∥v∥= 0当且仅当 (if and only if)v = 0；

3. ∥cv∥= |c|∥v∥对任何常数c。

我们称任何范数为1的向量为单位向量(unit vector)。显然，对任何非零向量v ∈
Rn，通过除以它自己的范数，我们可以得到一个一个与v方向相同但范数为1的单

位向量：

u =
v

∥v∥
.

容易验证∥u∥= ∥ v
∥v∥∥=

1
∥v∥∥v∥= 1。以上过程被称为v的归一化(normalizing v)。

利用范数我们可以定义两个向量之间的距离(distance)。

Definition 3.5 (英文教材145页Definition 2). 对于v ∈ Rn， w ∈ Rn，它们之间的欧

式几何距离，简称距离，记为d(v,w)，定义为

d(v,w) = ∥v −w∥=
√

(v1 − w1)2 + . . .+ (vn − wn)2.

另一个非常重要的概念是欧式内积，又称为点乘。

Definition 3.6 (英文教材147页Definition 4). 向量v ∈ Rn与w ∈ Rn之间的欧欧欧式式式内内内

积积积(Euclidean inner product)，又称为点点点乘乘乘积积积(dot product)，记为v ·w，定义为

v ·w = v1w1 + v2w2 + . . .+ vnwn.

由欧式内积与欧式范数的定义，容易看出对任何v ∈ Rn，有

∥v∥=
√
v · v.

除此之外，利用定义我们很容易验证欧式内积的以下性质，大家也可以查询英文

教材Theorem 3.2.2与Theorem 3.2.3.

Theorem 3.7. 对任何u,v,w ∈ Rn，我们有

1. u · v = v · u (对称性，symmetry property)；

2. (cu+ kv) ·w = c(u ·w) + k(v ·w)对任何常数c, k (第一个变量上的线性)；

3. u · (cv + kw) = c(u · v) + k(u ·w)对任何常数c, k (第二个变量上的线性)；

4. v · v ≥ 0， v · v = 0当且仅当v = 0 (正定性，positivity properyt)。
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Remark 3.8 (重要!). 从内积的定义与矩阵乘法的定义可知，对于向量v ∈ Rn，w ∈
Rn，它们之间的欧式内积等于将将将v视视视为为为1 × n-矩矩矩阵阵阵，，，即即即行行行向向向量量量，，，以以以矩矩矩阵阵阵乘乘乘法法法的的的形形形
式式式乘乘乘上上上列列列向向向量量量w，，，即即即将将将w视视视为为为n× 1-矩矩矩阵阵阵：

v ·w = v1w1 + . . .+ vnwn =
[
v1 v2 . . . vn

]

w1

w2

...

wn

 .

因此，假如v为一个n× 1-矩阵，w也为为一个n× 1-矩阵，那么这两个列向量之间

的内积等于v的转置(变为行向量)以矩阵乘法的形式乘以列向量w:

v ·w = v1w1 + . . .+ vnwn = v⊤w.

由于内积的对称性，我们还有

v ·w = w · v = w⊤v.

特别地，假设A为n阶方阵，v，w均为n × 1-矩阵，即列向量，那么Av为n × 1-矩

阵(列向量)，此时有

Av ·w = (Av)⊤w︸ ︷︷ ︸
矩阵乘法

= v⊤(A⊤w)︸ ︷︷ ︸
矩阵乘法

= v · A⊤w.

类似可得

v · Aw = v⊤(Aw)︸ ︷︷ ︸
矩阵乘法

= (v⊤A)w︸ ︷︷ ︸
矩阵乘法

= (A⊤v)⊤w︸ ︷︷ ︸
矩阵乘法

= A⊤v ·w.

更多相关内容请仔细阅读英文教材151页-153页。

以下是欧式内积满足的一个非常重要的性质，它的证明将在后续学习中正式

给出，目前我们只需牢记定理内容。

Theorem 3.9 (英文教材Theorem 3.2.4). 对于任何u ∈ Rn，v ∈ Rn，有以下Cauchy–
Schwarz不不不等等等式式式(Cauchy-Schwarz inequality):

|u · v|≤ ∥u∥∥v∥.

利用以上Cauchy–Schwarz不等式，我们可以证明以下重要性质：

Theorem 3.10 (英文教材Theorem 3.2.5). 对任何u,v,w ∈ Rn，我们有以下三三三角角角不不不

等等等式式式(triangle inequality):

1. ∥u+ v∥≤ ∥u∥+∥v∥;

76



2. d(u,v) ≤ d(u,w) + d(w,v).

证明.

∥u+ v∥2 = (u+ v) · (u+ v)

= (u · u) + 2(u · v) + (v · v)

= ∥u∥2+2(u · v) + ∥v∥2

≤ ∥u∥2+2∥u∥∥v∥+∥v∥2 由Cauchy–Schwarz不等式

= (∥u∥+∥v∥)2.

两边开根号即可得到第一个三角不等式。此外，利用第一个不等式，可以推出第

二个：

d(u,v) = ∥u− v∥= ∥u−w + (w − v)∥

≤ ∥u−w∥+∥w − v∥

= d(u,w) + d(w,v).

Theorem 3.11 (英文教材Theorem 3.2.6, 3.2.7). 对任何u,v ∈ Rn，有

∥u+ v∥2+∥u− v∥2= 2(∥u∥2+∥v∥2),

u · v =
1

4
∥u+ v∥2−1

4
∥u− v∥2.

证明. 利用内积的运算法则，很容易得到

∥u+ v∥2+∥u− v∥2 = (u+ v) · (u+ v) + (u− v) · (u− v)

= 2(u · v) + 2(v · v)

= 2(∥u∥2+∥v∥2).

第二个等式类似可证，请参考英文教材Theorem 3.2.7的证明。

对任何两个非零的向量u,v ∈ Rn，它们之间的夹角(angle)定义为

θ = arccos(
u · v

∥u∥∥v∥
).

或者说cos θ = u·v
∥u∥∥v∥。显然，由Cauchy–Schwarz不等式可得∣∣∣∣ u · v

∥u∥∥v∥

∣∣∣∣ ≤ 1,

因此以上定义有意义。比如，向量u = (1, 1)与v = (1,−1)之间的夹角θ = arccos( u·v
∥u∥∥v∥) =

arccos(1×1+1×(−1)√
2
√
2

) = arccos(0) = π
2
，即两者互相垂直，符合直观图像。
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3.3.正交性, Orthogonality

Definition 3.12 (英文教材155页Definition 1). 两个n维向量u，v正正正交交交(orthogonal)或
者垂直(perpendicular)当且仅当u·v = 0 (注意此时它们之间的夹角θ = arccos( u·v

∥u∥∥v∥)) =

arccos(0) = π
2
)。

显然Rn里的n个标准单位向量e1, . . . , en互相正交。

以下定理是考点。

Theorem 3.13 (正交投影定理, Projection Theorem). 设u与v为n维向量，且v ̸= 0。

那么u可以被唯唯唯一一一表示为u = w1 +w2，w1 = cv (c是一个常数)，w2与v正交(w2 ·
v = 0)。

证明. 我们先假设存在这样的分解u = w1+w2，w1 = cv，w2与v正交。那么必然

有

u · v = (w1 +w2) · v

= w1 · v +w2 · v

= c(v · v) + 0 (w1 = cv,w2 · v = 0)

= c∥v∥2.

由于已假设v ̸= 0，它的范数∥v∥不为0，因此以上等式告诉我们

c =
u · v
∥v∥2

.

这意味着w1 =
u·v
∥v∥2v，且因此有

w2 = u−w1 = u− u · v
∥v∥2

v.

实际上到此为止我们已经证明了这样分解的存在性。要证明唯一性，假设存在两

个分解u = w1 +w2，w1 = cv，w2与v正交；u = w′1 +w′2，w′1 = c′v，w′2与v正

交。那么必然有

u = w1 +w2 = w′1 +w′2 = cv +w2 = c′v +w′2

⇒ (c− c′)v = w′2 −w2

⇒ ((c− c′)v) · v = (w′2 −w2) · v

⇒ (c− c′)∥v∥2= w′2 · v︸ ︷︷ ︸
=0

−w2 · v︸ ︷︷ ︸
=0

⇒ (c− c′)∥v∥2= 0

⇒ c− c′ = 0 (∥v∦= 0)

⇒ c = c′.
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因此我们得到w1 = cv = c′v = w2，从而有w2 = u−w1 = u−w′2 = w′2。这证明

了分解的唯一性。

• 在以上定理的分解中，我们称w1为“u在v上的正交投影”(英文：orthogonal

projection of u on v，或者 the vector component of u along v)，并且记为projv(u)。

显然以上计算告诉我们

projv(u) =
u · v
∥v∥2

v.

• 我们称w2为“the vector component of u orthogonal to v”，由以上计算可得

w2 = v − projv(u) = u− u · v
∥v∥2

v.

例子： (2022年线性代数期中考试题)

Let u = (3,−2, 1), v = (−1, k,−5). If ∥proju(v)∥=
√
14, then k =?

答案：套入以上正交投影公式，首先得到

proju(v) =
u · v
∥u∥2

u,

因此∥proju(v)∥= ∥ u·v
∥u∥2u∥= | u·v

∥u∥2 |∥u∥=
|u·v|
∥u∥。现在已知∥proju(v)∥=

√
14，那么我

们实际上得到
|u · v|
∥u∥

=
√
14.

容易计算得到∥u∥=
√
14，且u · v = −2k − 8，因此以上等式告诉我们

|u · v|
∥u∥

=
|−2k − 8|√

14
=

√
14

从而可以算出

|2k + 8|= 14

从而得到k = 3或者k = −11。

注意：此题为填空题，因此需要注意计算的准确性。在具体计算时首先要明确这

里要求的是v在u上的正交投影，此外还要注意这里的k有两种取值可能，只计算

出一个答案的话会扣分。

以下定理可以被视为Rn空间里的勾股定理。

Theorem 3.14 (英文教材Theorem 3.3.3). 对任何u,v ∈ Rn，如果u与v正交，那么

∥u+ v∥2= ∥u∥2+∥v∥2.
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证明. 由于u与v正交，即u · v = 0，我们容易得到

∥u+ v∥2 = (u+ v) · (u+ v)

= (u · u) + 2 (u · v)︸ ︷︷ ︸
=0

+(v · v)

= ∥u∥2+∥v∥2.

假设S = {v1,v2, . . . ,vr}为n维非零向量v1,v2, . . . ,vr的集合(set)，那么我们

称S为一个正交集合(orthogonal set)，如果它里面包含的所有向量全部都互相正
交：vi · vj = 0对任何i ̸= j，i, j = 1, . . . , r都成立。显然，运用以上勾股定理，我

们立刻得到，对于任何正交集合S = {v1,v2, . . . ,vr}，都有

∥v1 + v2 + . . .+ vr∥2= ∥v1∥2+∥v2∥2+ . . .+ ∥vr∥2.

具体证明留给大家验证。

例子： (2022年线性代数期中考试题)

Let u,v,w ∈ Rn be three vectors such that S = {u,v,w} is an orthogonal set. If

∥u∥= 1, ∥v∥= 2, ∥w∥= 3, then ∥u+ v +w∥=?

答案：利用勾股定理，

∥u+ v +w∥2= ∥u∥2+∥v∥2+∥w∥2= 12 + 22 + 32 = 14,

因此答案为∥u+ v +w∥=
√
14。

3.4.线性方程组的几何, The geometry of linear systems

考虑齐次线性方程组：

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = 0

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = 0

...

am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = 0.

将其系数矩阵(coefficient matrix)记为A，即

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

... . . . ...

am1 am2 . . . amn

 .
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显然A的行向量表示为 
r1

r2
...

rm


ri =

[
ai1 ai2 . . . ain

]
， i = 1, . . . ,m。

显然，一个n维向量s = (s1, s2, . . . , sn)是这个其次线性方程组的一个解 (即，代

入x1 = s1， x2 = s2，...，xn = sn后，以上方程组成立)当且仅当

ri · s = 0

对所有i = 1, . . . ,m成立，即s同时正交于系数矩阵A的所有行向量r1, . . . , rm。

以下定理的证明已经在Theorem 1.23里提及，这里我们再次复习一下这个证明的核

心思路。注意以下定理在整个线性代数课程中都是非常重要的。

Theorem 3.15 (英文教材Theorem 3.4.4). 设A为m × n-矩阵。b =


b1

b2
...

bm

为m × 1-列

向量。假设线性方程组Ax = b，即

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2

...

am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = bm

有解。假设s = (s1, s2, . . . , sn) ∈ Rn 是该方程组的一个特特特解解解 (即As = b对于列向

量s与列向量b成立)。那么，该方程组的任任任何何何解解解v = (v1, v2, . . . , vn) ∈ Rn可以被表

示为

v = s+w

这里w是是是齐齐齐次次次线线线性性性方方方程程程组组组Ax = 0的的的一一一个个个解解解。反之，若w是齐次线性方程组Ax =

0的一个解，那么s+w是方程组Ax = b的一个解。

证明. 假设v = (v1, v2, . . . , vn) ∈ Rn为Ax = b的一个解，即Av = b成立(显然这里

我们将v视为列向量)。由于s是Ax = b的一个特解，我们当然也有As = b。令w =

v − s，那么必然有

Aw = A(v − s) = Av − As = b− b = 0,
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即w = v − s是齐次线性方程组Ax = 0的一个解。

假设w为齐次线性方程组Ax = 0的一个解，即Aw = 0。那么由于As = b，我们

当然有

A(s+w) = As+ Aw = b+ 0 = b.

因此s+w是方程组Ax = b的一个解。

3.5.叉乘, Cross product

除了点乘(内积)之外，对于R3中的向量我们还有叉乘(cross product)这个概念。

但注意，点乘可以对任何Rn里的向量定义，但叉乘只能对三维空间R3里的向量定

义。

Definition 3.16 (英文教材172页Definition 1). 对于u = (u1, u2, u3)，v = (v1, v2, v3)，

它们之间的叉乘u× v定义为

u× v = (u2v3 − u3v2, u3v1 − u1v3, u1v2 − u2v1),

也可以表示为

u× v =

( ∣∣∣∣∣u2 u3

v2 v3

∣∣∣∣∣ ,−
∣∣∣∣∣u1 u3

v1 v3

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣u1 u2

v1 v2

∣∣∣∣∣
)
.

注意：一个实用的记住叉乘定义的方法如下：

u× v =

(∣∣∣∣∣u1 u2 u3

v1 v2 v3

∣∣∣∣∣,−
∣∣∣∣∣u1 u2 u3

v1 v2 v3

∣∣∣∣∣,
∣∣∣∣∣u1 u2 u3

v1 v2 v3

∣∣∣∣∣
)
.

通常在考试中会以填空题的形式考查叉乘的计算。

例子： (2022年线性代数期中考试题)

Let u = (3,−2, 1), w = (1, 0,−1). u×w =?

答案：

u×w =

(∣∣∣∣∣3 −2 1

1 0 −1

∣∣∣∣∣,−
∣∣∣∣∣3 −2 1

1 0 −1

∣∣∣∣∣,
∣∣∣∣∣3 −2 1

1 0 −1

∣∣∣∣∣
)

= (2, 4, 2).

以下观察告诉我们当叉乘遇上点乘时，可以得到行列式：

Definition 3.17 (英文教材177页 Definition 2). 假设u,v,w ∈ R3，我们称

u · (v ×w)

为u,v,w的标标标量量量三三三重重重积积积(scalar triple product)。
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利用叉乘，点乘，以及行列式的定义，我们立刻可以验证

u · (v ×w) = u ·
(∣∣∣∣∣v1 v2 v3

w1 w2 w3

∣∣∣∣∣,−
∣∣∣∣∣v1 v2 v3

w1 w2 w3

∣∣∣∣∣,
∣∣∣∣∣v1 v2 v3

w1 w2 w3

∣∣∣∣∣
)

= u1

∣∣∣∣∣∣∣∣
u1 u2 u3

v1 v2 v3

w1 w2 w3

∣∣∣∣∣∣∣∣− u2

∣∣∣∣∣∣∣∣
u1 u2 u3

v1 v2 v3

w1 w2 w3

∣∣∣∣∣∣∣∣+ u3

∣∣∣∣∣∣∣∣
u1 u2 u3

v1 v2 v3

w1 w2 w3

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
u1 u2 u3

v1 v2 v3

w1 w2 w3

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
用语言描述的话，我们得到，u,v,w的标量三重积等于以u,v,w依次作为第一行，

第二行，第三行的矩阵的行列式。

关于点乘与叉乘之间的其他关系请大家仔细阅读英文教材173页Theorem 3.5.1的
内容与证明。这里我们简单提及一下其中比较重要的部分：

Theorem 3.18 (英文教材Theorem 3.5.1). 对任何u,v,w ∈ R3，有

1. u · (u× v) = 0，即u正交于u× v (u is orthogonal to u× v)对任何v ∈ R3成

立；

2. v · (u × v) = 0，即v正交于u × v (v is orthogonal to u × v)对任何u ∈ R3成

立；

3. (Lagrange’s identity) ∥u× v∥2= ∥u∥2∥v∥2−(u · v)2.

证明. 1. 由于u · (u × v) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
u1 u2 u3

u1 u2 u3

w1 w2 w3

∣∣∣∣∣∣∣∣ (见以上关于标量三重积的讨论) 且

我们知道若一个方阵有两行相同，那么该方阵的行列式为零，我们当然得

到u · (u× v) = 0.

2. 同上面的证明类似，我们有v · (u× v) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
v1 v2 v3

u1 u2 u3

v1 v2 v3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

3. 直接计算可得，具体细节请自己验证。

在本节最后我们简单讨论一下行列式的几何意义。以下定理不作为考试要求，

仅供感兴趣的同学了解。

Theorem 3.19 (英文教材Theorem 3.5.4). 1. 设P1 ∈ R2为平面上一个点，坐标为(u1, u2)，

P2 ∈ R2为平面上的另一个点，坐标为(v1, v2)，令O为平面R2的原点，即O =
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(0, 0)。那么

∣∣∣∣ det(
[
u1 u2

v1 v2

])∣∣∣∣等于由向量u = ⇀OP1 = (u1, u2)与向量v =

⇀OP2 = (v1, v2)作为相邻边所围成的平平平行行行四四四边边边形形形(parallelogram)的的的面面面积积积。
2. 设P1 ∈ R3为R3中的一个点，坐标为(u1, u2, u3)，P2 ∈ R3为另一个点，坐

标为(v1, v2, v3)，P3 ∈ R3为第三个点，坐标为(w1, w2, w3)，令O为R3的原点，

即O = (0, 0, 0)。那么

∣∣∣∣ det(

u1 u2 u3

v1 v2 v3

w1 w2 w3

)∣∣∣∣等于由向量u =⇀OP1 = (u1, u2, u3)，

向量v =⇀OP2 = (v1, v2, v3)与向量w =⇀OP3 = (w1, w2, w3)作为相邻边所围成

的平平平行行行六六六面面面体体体(parallelepiped)的的的体体体积积积。

证明. 1. 首先我们通过对二维向量增加第三个坐标且令该坐标为0的方式将R2嵌

入R3，即我们将u = (u1, u2)等同于u = (u1, u2, 0)，将v = (v1, v2)等同于v =

(v1, v2, 0)。那么由Lagrange identity，即以上定理Theorem 3.19-(3)，我们有

∥u× v∥2= ∥u∥2∥v∥2−(u · v)2.

这时代入关系式u · v = ∥u∥∥v∥cos θ (θ为u与v之间的夹角)我们得到

∥u× v∥2 = ∥u∥2∥v∥2−(u · v)2

= ∥u∥2∥v∥2−∥u∥∥v∥cos2 θ

= ∥u∥2∥v∥2(1− cos2 θ)

= ∥u∥2∥v∥2sin2 θ.

这里我们要求两个向量的夹角取值在0到π之间，因此sin θ ≥ 0，因此以上等

式可开根号并得到

∥u× v∥= ∥u∥∥v∥sin θ.

显然，∥v∥sin θ给出的是P2这个点往向量u = ⇀OP1做垂线所得到的这条垂线

的长度，即，以u作为平行四边形底边时，这个平行四边形的高。显然∥u∥给
出的是底边u的长度，因此∥v∥sin θ与∥u∥相乘得到这个平行四边形的面积，
即

∥u×v∥= ∥u∥∥v∥sin θ =由向量 u与向量 v作为相邻边所围成的平行四边形的面积.

另一方面，经过简单计算可得

u× v = (u1, u2, 0)× (v1, v2, 0) = det

([
u1 u2

v1 v2

])
(0, 0, 1).
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因此又有∥u×v∥=
∥∥∥∥ det(

[
u1 u2

v1 v2

])
(0, 0, 1)

∥∥∥∥ = |det
([

u1 u2

v1 v2

])∣∣∣∣。因此平
行四边形的面积等于

∣∣∣∣ det(
[
u1 u2

v1 v2

])∣∣∣∣。
2. 我们将以v与w作为相临边所围成的平行四边形作为平行六面体的底。那么，

由以上结果，可知∥v × w∥给出了这个平行六面体的底面积。另一方面，由
于v ·(v×w) = 0，w ·(v×w) = 0，见Theorem 3.19-(1),(2)，我们知道v×w垂

直于由v与w组成的底面。那么显然第三条边u在v ×w上的正交投影的长度

即是该平行六面体的高。简单计算可得平行六面体的高为

∥projv×wu∥ = ∥u · (v ×w)

∥v ×w∥2
v ×w∥

=
|u · (v ×w)|
∥v ×w∥2

∥v ×w∥

=
|u · (v ×w)|
∥v ×w∥

.

那么最终得到平行六面体的体积等于底面积乘以高：

∥projv×wu∥∥v ×w∥= |u · (v ×w)|.

此时利用标量三重积的性质，有|u · (v ×w)|=
∣∣∣∣ det(


u1 u2 u3

v1 v2 v3

w1 w2 w3

)∣∣∣∣。

4 第四章：向量空间

4.1.向量空间的定义与重要例子, Real Vector Spaces: Definition and Examples

向量空间是线性代数这门学科研究的核心对象之一。它的定义如下：

Definition 4.1 (英文教材184页Definition 1). 假设一个集集集合合合(set)V上装配有两种运运运
算算算(operations)，分别是加加加法法法(addition)与标标标量量量积积积(scalar multiplication)。我们将加法
符号记为“+”，对于V里的元素u,v，将它们由加法运算所连接起来的和(sum)记

为u+ v；对于实实实数数数c ∈ R，v ∈ V，c与v的标量积记为cv。我们称V为一个向向向量量量空空空

间间间(vector space)，若加法和标量积这两个运算满足以下条件：

1. 对于V里的任何元素u ∈ V,v ∈ V，它们由加法运算所连接起来的和也是V里

的一个元素，即u+v ∈ V。这个性质在数学上叫做V关关关于于于加加加法法法的的的封封封闭闭闭性性性(closure
under addition)。
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2. 对于V里的任何元素v ∈ V，任何实数c ∈ R，c与v的标量积也是V里的一

个元素，即cv ∈ V。这个性质在数学上叫做V关关关于于于标标标量量量积积积的的的封封封闭闭闭性性性(closure
under scalar multiplication)。

3. 对于V里的任何元素u ∈ V,v ∈ V，有u + v = v + u，即加加加法法法运运运算算算满满满足足足交交交换换换

律律律。

4. 对于V里的任何元素u ∈ V,v ∈ V,w ∈ V，有u+ (v+w) = (u+ v) +w，即

加加加法法法运运运算算算满满满足足足结结结合合合律律律。

5. V里包含一个元素，记作0，它满足0 + v = v + 0 = v对任何v ∈ V成立，即

关关关于于于加加加法法法运运运算算算存存存在在在一一一个个个零零零向向向量量量。

6. 对V里的任何元素v ∈ V，都存在另一个V里的元素，记作−v，使得v +

(−v) = (−v) + v = 0，即即即V里里里的的的任任任何何何元元元素素素都都都有有有一一一个个个关关关于于于加加加法法法运运运算算算“相相相反反反
数数数”。

7. 对任何实数c ∈ R，任何V里的任何元素u ∈ V,v ∈ V，都有c(u + v) =

cu+ cv，即标标标量量量积积积与与与V上上上定定定义义义的的的加加加法法法之之之间间间运运运算算算满满满足足足分分分配配配律律律。

8. 对任何实数c, k ∈ R，任何V里的任何元素v ∈ V，都有(c+k)v = cv+kv，即

实实实数数数上上上的的的加加加法法法与与与标标标量量量积积积之之之间间间的的的运运运算算算满满满足足足分分分配配配律律律。这里注意，表达式c + k中

出现的加法符号“+”指经典意义下实数上的加法，表达式cv+ kv中出现的加

法符号“+”指集合V上所定义的加法。

9. 对任何实数c, k ∈ R，任何V里的任何元素v ∈ V，都有c(kv) = (ck)v，即标标标

量量量积积积满满满足足足结结结合合合律律律。

10. 对V里的任何元素v ∈ V，1v = v，这里1就是实数中的数字1。

对于一个向量空间V，它里面的元素v ∈ V被称为向向向量量量(vector)。

Remark 4.2. • 要想验证一个集合V是否是一个向量空间，首先我们需要明确V上

的加法和标量积是如何定义；接下来验证V关于加法的封闭性与V关于标量

积的封闭性，即验证对任何u,v ∈ V与任何实数c ∈ R，都有u + v ∈ V以

及cv ∈ V；最后验证V上的加法与标量积满足以上定义Definition 4.1中所提

到的性质3.到10.。

• 注意，V上的加法“+”需要与我们所熟悉的实数上的加法所区分，尽管我们

都用同一个符号“+”来指代这两种加法运算。同样，V上的标量积也需要与

我们所熟悉的实数上的乘法所区分。 比如集合V = {a ∈ R : a > 0}为所有
正正正实实实数数数的集合，我我我们们们通通通过过过实实实数数数上上上的的的乘乘乘法法法来来来定定定义义义V上上上的的的加加加法法法“+V ”：对于a, b ∈
V，

a+V b = ab.

这里我们特地用符号“+V ”来强调这是V上的加法，以区分实数上的加法符

号+。此外，我们用以下方式来定义V上的标量积：对于任何实数k ∈ R，
a ∈ V，ka = ak = exp(k log a)。容易验证V关于加法的封闭性与V关于标量
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积的封闭性(正实数与正实数相乘还是正实数，正实数的任何次方也都还是

正实数)；但是注意，由于

1 +V a = 1a = a; a+V 1 = a1 = a,

此时V = {a ∈ R : a > 0}中的零向量是实数1！ 另外，由于a +V
1
a
= a 1

a
=

1 = 1
a
a = 1

a
+V a，此时对于a ∈ V，它关于V上的加法+V的相反数是1/a。请

大家自行验证V装配上以上定义的加法+V与标量积是一个向量空间，而V装

配上实数上的加法+与实数上的乘法作为标量积则不是一个向量空间。

因此，严格来讲，我们最好用“+V ”以及“c ·V v”来指代V上的加法与标量积，

以区分实数上的加法与乘法。然而在英文教材以及其他文献中，为了让记

号尽可能简单，我们依然使用“+”来指代向量空间V上的加法，用“cv”来指

代V上的标量积。因此，当你在以上例子中看到a + b = ab时不要感到困惑，

这不是写错了，而是代表等式左边的a + b是向量空间V上的加法运算。换句

话说，向量空间V上的加法符号“+”只是个纯粹的抽象运算符号，我们没必

要一定要把它与实数上的加法产生联系；向量空间V上标量积也只是个纯粹

的抽象运算符号，我们没必要一定要把它与实数上的乘法产生联系。

• 由于我们在标量积cv的定义中要求了c ∈ R是个实数，因此V更确切的名字

是实实实向向向量量量空空空间间间(real vector space)。与此对应的，若我们可以取c ∈ C为复数来
定义标量积，那么我们称V为一个复复复向向向量量量空空空间间间(complex vector space)。在本章
我们主要学习实向量空间，简称为向量空间。

例子：欧式空间

对任何自然数n，n维欧式空间Rn是一个向量空间。Rn上的加法运算为我们已经很

熟悉的每个坐标相加:

u = (u1, . . . , un) ∈ Rn,v = (v1, . . . , vn) ∈ Rn,u+ v = (u1 + v1, . . . , un + vn);

Rn上的标量积为我们已经很熟悉的每个坐标乘以实数:

c ∈ Rn,v = (v1, . . . , vn), cv = (cv1, . . . , cvn).

容易验证这样的加法和标量积满足Definition 4.1里的性质3.–10.

例子：m× n-矩阵空间
我们用Mm×n指代所有m × n-矩阵的集合。在V = Mm×n上我们定义加法运算为我
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们已经熟悉的矩阵加法：

A ∈ Mm×n, B ∈ Mm×n, A+B =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

... . . . ...

am1 am2 . . . amn

+


b11 b12 . . . b1n

b21 b22 . . . b2n
...

... . . . ...

bm1 bm2 . . . bmn



=


a11 + b11 a12 + b12 . . . a1n + b1n

a21 + b21 a22 + b22 . . . a2n + b2n
...

... . . . ...

am1 + bm1 am2 + bm2 . . . amn + bmn

 ;

在V = Mm×n上我们定义标量积为我们已经熟悉的矩阵上的标量积运算：

c ∈ R, A ∈ Mm×n, cA =


ca11 ca12 . . . ca1n

ca21 ca22 . . . ca2n
...

... . . . ...

cam1 cam2 . . . camn

 .

容易验证V = Mm×n装配上以上加法与标量积后是一个向量空间，显然V = Mm×n中

的零向量即是m×n-零矩阵0m×n。因此任何m×n-矩阵A都是V = Mm×n中的向量。

例子：实数上的函数空间

我们用F (−∞,∞)指代所有定义域是实数R，值域也为实数R的函数f : R → R所组
成的集合。在V = F (−∞,∞)上我们定义加法运算为

f ∈ F (−∞,∞), g ∈ F (−∞,∞), (f + g)(x) = f(x) + g(x),

即两个函数f与g之和是一个新函数f + g，它在每个x ∈ R上的取值等于f在x上的

取值f(x)加上g在x上的取值g(x)；在 V = F (−∞,∞)上我们定义标量积为

c ∈ R, f ∈ F (−∞,∞), (cf)(x) = cf(x),

即实数c与函数f的标量积是一个新函数cf，它在每个x ∈ R上的取值等于f在x上

的取值f(x)乘以c。容易验证V = F (−∞,∞)装配上以上加法与标量积是一个向量

空间，V上的零向量为常值函数0(x) = 0对任何x ∈ R，对任何f ∈ V = F (−∞,∞)，

它关于加法的“相反数”为(−f)(x) = −f(x)。更多细节请阅读英文教材187页 Ex-
ample 6。因此任何函数f : R → R都是V = F (−∞,∞)中的向量。
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总结：向量空间是一个数学上的抽象空间，它上面的加法运算与标量积亦是

抽象运算符。实数或n维欧式空间仅仅是一个特殊的向量空间。从现在起，向量

不再仅仅局限于样子为(v1, . . . , vn)这样的客体(它只是n维欧式空间这一特殊向量

空间里的向量)，从以上例子我们可以看到矩阵，函数都可以视为向量空间里的向

量。同理，从现在起，向量空间里的加法和标量积也不局限于我们所熟悉的实数

上的加法与乘法。

以下定理的证明非常简单，请自行阅读英文教材189页Theorem 4.1.1.

Theorem 4.3. 令V为一个向量空间，0 ∈ V为V里的零向量，u ∈ V，c ∈ R。那么

1. 0u = 0。

2. k0 = 0。

3. (−1)u = −u。

4. cu = 0 ⇒ c = 0或者 u = 0。

4.2.子空间, Subspaces

Definition 4.4. 令V为一个向量空间。令W为V中的一个非空子集(non-empty sub-

set)，记为W ⊂ V。我们称W是V的一个子子子空空空间间间，如果W在装配上V上的加法与标

量积后是一个向量空间。更具体来讲，W是V的一个子子子空空空间间间，如果它满足以下条

件：

1. 对任何u ∈ W,w ∈ W，u+w ∈ W，这里“+”为V上的加法。即W自己满足

关于加法的封闭性。

2. 对任何w ∈ W，c ∈ R，cw ∈ W，这里cw为V上的标量积。即W自己满足关

于标量积的封闭性。

不难证明在以上子空间的定义中提到的两个定义方式是等价(equivalent)的，

具体细节请阅读英文教材192页Theorem 4.2.1.

Theorem 4.5 (英文教材Theorem 4.2.1.). 令V为一个向量空间。令W为V中的一个非

空子集。那么W在装配上V上的加法与标量积后是一个向量空间当且仅当它满足

以下两个条件

1. 对任何u ∈ W,w ∈ W，u+w ∈ W，这里“+”为V上的加法。即W自己满足

关于加法的封闭性。

2. 对任何w ∈ W，c ∈ R，cw ∈ W，这里cw为V上的标量积。即W自己满足关

于标量积的封闭性。
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因此，对于任何向量空间V里的非空子集W，若要验证W是V的一个子空间，

我们只需验证W满足

1. 对任何u ∈ W,w ∈ W，u +w ∈ W，这里“+”为V上的加法。即W自己满足

关于加法的封闭性。

2. 对任何w ∈ W，c ∈ R，cw ∈ W，这里cw为V上的标量积。即W自己满足关

于标量积的封闭性。

例子：零空间，the zero subspaces
对任何向量空间V，由零向量0自己做组成的子集W = {0}是一个子空间，被称作
零空间。显然这样的W满足加法与标量积封闭性的两个条件：

0+ 0 = 0, c0 = 0 (c ∈ R).

例子：欧式空间里的一些子空间

• 令v = (v1, v2)为R2里的一个向量且v ̸= 0。那么由v与原点0 = (0, 0)所确定的

直线W = {kv = (kv1, kv2) : k ∈ R}是一个R2里的子空间。容易验证W满足

加法与标量积封闭性的两个条件：

kv + cv = (k + c)v, c(kv) = (ck)v.

• 令u = (1, 1, 1) ∈ R3，v = (1, 1, 0) ∈ R3与0 = (0, 0, 0) ∈ R3。由这三个点所确

定的平面W = {ku+ cv : k ∈ R, c ∈ R}是R3里的一个子空间。容易验证W满

足加法与标量积封闭性的两个条件：

w1 = k1u+c1v ∈ W,w2 = (k2u+c2v) ∈ W ⇒ w1+w2 = (k1+k2)u+(c1+c2)v ∈ W ;

w = ku+ cv ∈ W,a ∈ R ⇒ aw = (ak)u+ (ac)v ∈ W.

类似的，令e1 = (1, 0, 0) ∈ R3，e2 = (0, 1, 0) ∈ R3。这两个点与0 = (0, 0, 0) ∈
R3所确定的平面，即R3里的xy-平面，W = {(x, y, 0) = xe1 + ye2 : x, y ∈
R}是一个R3里的子空间。

关于这种类型的子空间构造我们会在稍后的篇幅中继续学习。

例子：矩阵空间里的一些子空间

Mn×n(n阶方阵空间)至少包含以下几个子空间：

• W = {A ∈ Mn×n : A⊤ = A}，即由所有对称矩阵所组成的集合。容易验证，
两个对称矩阵之和仍是对称矩阵，任何实数与一个对称矩阵相乘还是一个对

称矩阵。因此W满足加法与标量积封闭性的两个条件。

90



• W = {A ∈ Mn×n : A为上三角矩阵}，即由所有上三角矩阵组成的集合。容
易验证，两个上三角矩阵之和仍是上三角矩阵，任何实数与一个上三角矩阵

相乘还是一个上三角矩阵。因此W满足加法与标量积封闭性的两个条件。

• W = {A ∈ Mn×n : A为下三角矩阵}，即由所有下三角矩阵组成的集合。
• W = {A ∈ Mn×n : A为对角矩阵}，即由所有对角矩阵组成的集合。

例子：函数空间里的一些子空间

F (−∞,∞) = {f : R → R}(定义域为实数，值域为实数的函数的集合)至少包含以

下几个子空间：

• W = C(−∞,∞) = {f : R → R : f 为连续函数}。
• W = C1(−∞,∞) = {f : R → R : f 为一阶连续可微函数}，即f可微/可导，

且它的导数是连续函数。

• W = Cm(−∞,∞) = {f : R → R : f 为m阶连续可微函数} (m为自然数)，

即f可以求导m次，且它的m阶导数f (m)是连续函数。

• W = C∞(−∞,∞) = {f : R → R : f 为无穷次连续可微函数}，即f可以求导

无穷多次。

• W = P∞ = {f(x) = a0 + a1x + . . . + anx
n : n ≥ 0, a0, a1, . . . , an ∈ R}为所有

多项式(polynomials)所组成的集合。

• 固定一个非负整数n ≥ 0，W = Pn = {f(x) = a0 + a1x + . . . + anx
n :

a0, a1, . . . , an ∈ R}为所有次数(degree)小于或等于n的多项式所组成的集合(英

文：subspace of polynomials of degree ≤ n)。

注意以上子空间满足以下包含关系(对任何非负整数n ≥ 0，任何自然数m ≥ 1)：

Pn ⊂ P∞ ⊂ C∞(−∞,∞) ⊂ Cm(−∞,∞) ⊂ C1(−∞,∞) ⊂ C(−∞,∞) ⊂ F (−∞,∞).

例子：可逆矩阵组成的集合不是一个子空间

令S = {A ∈ Mn×n : A可逆}。显然，对于A ∈ S，0A = 0n×n作为零矩阵不可逆，

这意味着S不满足关于标量积的封闭性，故不是一个子空间。类似的，对于A ∈
S可逆(注意这等价于det(A) ̸= 0)，显然有−A也可逆(因为det(−A) = (−1)n det(A) ̸=
0)，即−A ∈ S；但是A与−A的和等于零矩阵不可逆，即A + (−A)不再属于S，因

此S不满足关于矩阵加法的封闭性，故不是一个子空间。

下面我们介绍几种常见的构造子空间的方法。

Theorem 4.6 (英文教材Theorem 4.2.2). 若W1, . . . ,Wr为V里的子空间，那么它们的

交集(intersection)W1 ∩W2 ∩ . . . ∩Wr也为V里的子空间。
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该定理证明非常直接，可参考英文教材里的证明。

Theorem 4.7 (英文教材Theorem 4.2.3). 令V为一个向量空间，r ≥ 1为给定自然

数，S = {w1, . . . ,wr}为V里的一个子集(即w1 ∈ V, . . . ,wr ∈ V )。令W为所有关

于w1, . . . ,wr的线性组合(linear combination)：

W = {k1w1 + k2w2 + . . .+ krwr : k1, k2, . . . , kr ∈ R}.

那么W是V里的一个子空间。另外，对任何V里的子空间U，若U也包含集合S，那

么必然有W ⊂ U，即W是V里所有包含集合S的子空间里“最小”的那个。

证明. 首先很容易验证

W = {k1w1 + k2w2 + . . .+ krwr : k1, k2, . . . , kr ∈ R}.

满足加法与标量积的封闭性：

u = c1w1 + . . .+ crwr ∈ W,v = k1w1 + k2w2 + . . .+ krwr ∈ W

⇒ u+ v = (c1 + k1)w1 + . . .+ (cr + wr)wr ∈ W ;

v = k1w1+k2w2+ . . .+krwr ∈ W, c ∈ R ⇒ cv = ck1w1+ ck2w2+ . . .+ ckrwr ∈ W.

因此W = {k1w1 + k2w2 + . . .+ krwr : k1, k2, . . . , kr ∈ R}是V里的一个子空间。

现在假设U ⊂ V是一个子空间且S ⊂ U。那么由于w1, . . . ,wr ∈ S ⊂ U且U作为一

个子空间满足加法与标量积的封闭性，对任何实数k1, . . . , kr我们必然有

k1w1 + k2w2 + . . .+ krwr ∈ U.

因此有W = {k1w1 + k2w2 + . . .+ krwr : k1, k2, . . . , kr ∈ R} ⊂ U。

Definition 4.8 (英文教材196页Definition 3). 令V为一个向量空间，r ≥ 1为给定自然

数，S = {w1, . . . ,wr}为V里的一个子集(即w1 ∈ V, . . . ,wr ∈ V )。令W为所有关

于w1, . . . ,wr的线性组合(linear combination)：

W = {k1w1 + k2w2 + . . .+ krwr : k1, k2, . . . , kr ∈ R}.

我们称W为由S = {w1, . . . ,wr}所生成的子空间(subspace generated by S)，称w1, . . . ,wr张

成了向量空间W (w1, . . . ,wr span W)。我们将W记作

W = span{w1, . . . ,wr}

或者

W = span(S).
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例子：

• 令ei = (0, . . . , 0, 1︸︷︷︸
第i个

, 0, . . . , 0)，i = 1, . . . , n为Rn里的标准单位向量，那么显

然有Rn = span{e1, . . . , en}。
• 令S = {1, x, x2, . . . , xn}为次数小于等于n的所有单项式(monomials)的集合。

那么显然有

Pn = {f(x) = a0 + a1x+ . . .+ anx
n : a0, a1, . . . , an ∈ R} = span(S).

假设我们现在有n个Rn里的向量v1, . . . ,vn，并将它们的坐标记为

v1 = (a11, a21, . . . , an1), . . . ,vi = (a1i, a2i, . . . , ani), . . .vn = (a1n, a2n, . . . , ann).

因此对于给定的系数k1, . . . , kn ∈ R，线性组合k1v1 + . . .+ knvn的坐标为

(k1a11 + k2a12 + . . .+ kna1n, . . . , k1an1 + k2an2 + . . .+ knann).

因此，

Rn = span{v1, . . . ,vn}

⇔任何Rn里的向量b = (b1, . . . , bn)都可以表示为v1, . . . ,vn的线性组合

⇔对任何b = (b1, . . . , bn)都存在系数k1, . . . , kn使得b = k1v1 + . . .+ knvn :

k1a11 + k2a12 + . . .+ kna1n = b1, . . . , k1an1 + k2an2 + . . .+ knann = bn

⇔ Ax = b对任何b都有解, A =
[
v1 v2 . . . vn

]
=


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

... . . . ...

an1 an2 . . . ann



⇔ A =
[
v1 v2 . . . vn

]
=


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

... . . . ...

an1 an2 . . . ann

可逆 (见讲义Theorem 1.25)

⇔ det(A) ̸= 0.

例子：判断v1 = (1, 1, 2)，v2 = (1, 0, 1)， v3 = (2, 1, 3)是否张成整个R3。

由以上讨论可知，令A为依次由v1,v2,v3作为列向量的三阶方阵，那么R3 = span(v1,v2,v3)当

且仅当det(A) ̸= 0。因此我们只需计算det(A) = det

(
1 1 2

1 0 1

2 1 3

)
。经计算可得此

时det(A) = 0，因此v1 = (1, 1, 2)，v2 = (1, 0, 1)， v3 = (2, 1, 3)无法张成整个R3。
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Theorem 4.9 (英文教材Theorem 4.2.4). 令A ∈ Mm×n。以A作为系数矩阵的齐次线

性方程组

Ax = 0,

即

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = 0

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = 0

...

am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = 0

的所有解所组成的集合W = {s ∈ Rn : As = 0}是Rn里的一个子空间。我们称W为

齐次线性方程组Ax = 0的解空间(solution space)。

证明. 若s1 ∈ W, s2 ∈ W为方程组的两个解，即As1 = As2 = 0，那么由于A(s1 +

s2) = As1 + As2 = 0 + 0 = 0，得到s1 + s2 ∈ W。类似的，若s ∈ W，c ∈ R，那
么A(cs) = cAs = c0 = 0，因此cs ∈ W。以上证明了W关于向量加法与标量积的

封闭性，因此它是一个子空间。

4.3.线性无关性, Linear Independence

在本节我们试图回答这么一个问题：给定一组向量v1, . . . ,vr ∈ V，W =

span{v1, . . . ,vr}为由v1, . . . ,vr ∈ V生成的子空间，那么任何一个W里的向量w都

可以表示为关于v1, . . . ,vr ∈ V的线性组合：

w = c1v1 + . . .+ crvr.

那么，当v1, . . . ,vr满足何种条件时，这样的线性组合表示是唯一的？(这里的唯一

性是指如果w同时满足w = c1v1 + . . .+ crvr，w = k1v1 + . . .+ krvr，那么只有可

能是k1 = c1, . . . , kr = cr。)

注意，关于同一组向量的不同的线性组合是可以表示同一个向量的，比如我们在

第三章已经看到： w = (1, 2)是关于v1 = (1, 0)，v2 = (0, 1)， v3 = (1, 1)的线性组

合，它同时可以被表示为

w = 1v1 + 2v2 + 0v3

与

w = −v1 + 0v2 + 2v3.

以下概念是线性代数里极其重要的概念：

94



Definition 4.10 (英文教材203页Definition 1). 令V为一个向量空间，令r ≥ 2。V里

的一个集合S = {v1, . . . ,vr}被称为一个线性无关集合(linearly independent set)或

者说向量v1, . . . ,vr线性无关(linearly independent)，如果S里里里的的的任任任何何何一一一个个个向向向量量量vi(i =
1, . . . , r)都都都不不不能能能表表表示示示为为为S里里里除除除了了了vi之之之外外外的的的其其其他他他向向向量量量的的的线线线性性性组组组合合合。

当然，若集合S = {v1, . . . ,vr}不是一个线性无关集合，那么我们就称它为线
性相关集合(linearly dependent set)或者v1, . . . ,vr线性相关。

实际上线性无关性还有以下的等价定义。

Theorem 4.11 (英文教材Theorem 4.3.1). 令V为一个向量空间，令r ≥ 2。V里的一

个集合S = {v1, . . . ,vr}是一个线性无关集合当且仅当以下等式

k1v1 + . . .+ krvr = 0

只有在k1 = k2 = . . . = kr = 0的时候成立。

证明. 假设S = {v1, . . . ,vr}是一个线性无关集合。如果存在不全为零的系数k1, . . . , kr使

得等式k1v1 + . . .+ krvr = 0成立，比如说k1 ̸= 0，那么我们有

k1v1 + . . .+ krvr = 0 ⇒ k1v1 = −k2v2 − . . .− krvr ⇒ v1 =
−k2
k1

v2 + . . .+
−kr
k1

vr,

即v1可以被表示为v2, . . . ,vr的线性组合，与S = {v1, . . . ,vr}是一个线性无关集合
的假设矛盾。因此在S = {v1, . . . ,vr}是一个线性无关集合的假设下，等式

k1v1 + . . .+ krvr = 0

只有在k1 = k2 = . . . = kr = 0的时候成立。

现在假设等式

k1v1 + . . .+ krvr = 0

只有在k1 = k2 = . . . = kr = 0的时候成立。如果S不是一个线性无关集合，那么不

妨令v1可以被v2, . . . ,vr的线性组合表示，即存在系数c2, . . . , cr使得

v1 = c2v2 + . . .+ crvr.

显然这意味着v1 − c2v2 − . . .− crvr = 0，也即等式

k1v1 + . . .+ krvr = 0

在k1 = 1, k2 = c2, . . . , kr = cr的时候成立了，与我们的假设：等式 k1v1 + . . . +

krvr = 0只有在k1 = k2 = . . . = kr = 0的时候成立，矛盾。因此如果等式 k1v1 +

. . . + krvr = 0 只有在k1 = k2 = . . . = kr = 0的时候成立，那么必然有S =

{v1, . . . ,vr}是一个线性无关集合。
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从现在开始，我们经常使用条件“等式

k1v1 + . . .+ krvr = 0

只有在k1 = k2 = . . . = kr = 0的时候成立”来验证集合S = {v1, . . . ,vr}是否是一个
线性无关集合。

例子：Rn里的n个标准单位向量e1, . . . , en线性无关：若等式k1e1+. . .+knen =

0成立，那么必然意味着k1e1 + . . . + knen = (k1, . . . , kn) = 0，即必须k1 = 0, k2 =

0, . . . , kn = 0。

例子：考虑V = Pn = {f(x) = a0 + a1x+ . . .+ anx
n : a0, a1, . . . , an ∈ R}次数

不高于n的多项式所组成的向量空间。令p0(x) = 1,p1(x) = x, . . . ,pn(x) = xn为次

数不高于n的单项式。若系数c0, c1, . . . , cn使得等式

c0p0 + c1p1 + . . .+ cnpn = 0

成立，那么这意味着对任何x ∈ R，都有

c0 + c1x+ c2x
2 + . . .+ cnx

n = 0.

此时利用代数基本定理：任何非零的一元n次方程最多只有n个根，可知以上等

式c0 + c1x+ c2x
2 + . . .+ cnx

n = 0.对任何x ∈ R都成立的唯一可能是方程c0 + c1x+

c2x
2+ . . .+ cnx

n的所有系数c0, c1, . . . , cn都为0。(否则这个方程为非零的一元n次方

程，至多有n个根，因此不可能使得任何x ∈ R都是方程的根。)由以上观察可得，

p0(x) = 1,p1(x) = x, . . . ,pn(x) = xn线性无关。

考试中可能出现的一类题型：判断给定的一组向量是否线性无关。

例子：判断v1 = (1,−2, 3)， v2 = (5, 6,−1)，v3 = (3, 2, 1)在R3里是否线性无

关。
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答案：

v1 = (1,−2, 3),v2 = (5, 6,−1),v3 = (3, 2, 1)线性无关

⇔ k1v1 + k2v2 + k3v3 = 0只有在k1 = k2 = k3 = 0时成立

⇔ k1 + 5k2 + 3k3 = 0

− 2k1 + 6k2 + 2k3 = 0

3k1 − k2 + k3 = 0仅有平凡解

⇔ A =


1 5 3

−2 6 2

3 −1 1

 =
[
v1 v2 v3

]
可逆(见讲义Theorem 1.25)

⇔ det(A) ̸= 0.

经计算可得det(A) = 0，因此由以上分析可知v1 = (1,−2, 3)， v2 = (5, 6,−1)，

v3 = (3, 2, 1)在R3里线性相关。另外，通过解齐次方程组Ax = 0，可以验证v3 =
1
2
v1 +

1
2
v2。

例子：(2021年线性代数期中考试题) Let c ∈ R. Suppose that

p1(x) = 1−2x, p2(x) = 3+x−cx2, p3(x) = −1+3x2, p4(x) = 1+2021x+20212x2+20213x3.

Find a value c such that p1, p2, p3, p4 are linearly dependent in the vector space P∞.

答案：对任何系数k1, k2, k3, k4 ∈ R，我们有

k1p1 + k2p2 + k3p3 + k4p4 = (k1 + 3k2 − k3 + k4) + (−2k1 + k2 + 2021k2)x

+ (−ck2 + 3k3 + 20212k4)x
2 + 20213x3.

因此，k1p1 + k2p2 + k3p3 + k4p4 = 0当且仅当

(k1+3k2−k3+k4)+(−2k1+k2+2021k2)x+(−ck2+3k3+20212k4)x
2+20213k4x

3 = 0.

现在我们知道1, x, x2, x3线性无关，因此以上等式成立必然意味着

k1 + 3k2 − k3 + k4 = 0

−2k1 + k2 + 2021k2 = 0

−ck2 + 3k3 + 20212k4 = 0

20213k4 = 0.

因此，我们需要找到一个c ∈ R使得以上齐次方程组(以k1, k2, k3, k4为未知数)有非

平凡解。将其系数矩阵记为A =


1 3 −1 1

−2 1 0 2021

0 −c 3 20212

0 0 0 20213

，那么我们需要找到一
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个c ∈ R使得det(A) = 0。计算可得

det(A) = 20213(21− 2c).

因此c = 21
2
为所求。

之前我们讨论了S = {v1, . . . ,vr}在r ≥ 2的时候的线性无关性，对于S =

{v1}的情况，我们称S为一个线性无关集合，如果v1 ̸= 0。

显然，如果一个集合S = {v1, . . . ,vr}里包含了一个零向量0，那么此时S必然线性

相关：不妨假设v1 = 0，那么等式k1v1 + . . . + krvr = 0在k1 = 1, k2 = 0, . . . , kr =

0的时候成立。

Theorem 4.12. 令V为一个线性空间，S = {v1, . . . ,vr}为V里的一个集合。那么S是

一个线性无关集合当且仅当W = span{v1, . . . ,vr}里的任何向量都有唯一的线性组
合表示，即如果w = c1v1 + . . .+ crvr ∈ W与w = k1v1 + . . .+ krvr同时成立，那么

必然有k1 = c1, . . . , kr = cr。

证明. 假设S为线性无关集合，那么如果w ∈ W = span{v1, . . . ,vr}有两种表示

w = c1v1 + . . .+ crvr, w = k1v1 + . . .+ krvr.

那么两者相减可得

(c1 − k1)v1 + . . .+ (cr − kr)vr = 0.

由线性无关性可得系数c1−k1 = c2−k2 = . . . = cr−kr = 0，即c1 = k1, . . . , cr = kr。

这意味着W = span{v1, . . . ,vr}里的任何向量都有唯一的线性组合表示。
反之，假设W = span{v1, . . . ,vr}里的任何向量都有唯一的线性组合表示。那么由
于0 = 0v1 + 0v2 + . . . + 0vr是零向量关于v1, . . . ,vr的一个线性组合表示，由唯一

性可知不存在不全为零的系数c1, . . . , cr使得0 = c1v1 + c2v2 + . . .+ crvr成立。因此

由定义可得S为线性无关集合。

Theorem 4.13. 令S = {v1, . . . ,vr}为Rn里的一个集合。如果r > n，那么S必然是

一个线性相关集合。

证明. 将向量v1, . . . ,vr的坐标记为

v1 = (a11, a21, . . . , an1), . . . ,vr = (a1r, a2r, . . . , anr).
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显然，存在实数k1, . . . , kr使得krv1 + . . .+ krvr = 0当且仅当k1, . . . , kr满足

a11k1 + a12k2 + . . .+ a1rkr = 0

a21k1 + a22k2 + . . .+ a2rkr = 0

...

an1k1 + an2k2 + . . .+ anrkr = 0

即s = (k1, . . . , kr)是齐次方程组Ax = 0，这里A =


a11 a12 . . . a1r

a21 a22 . . . a2r
...

... . . . ...

an1 an2 . . . anr

。由于我
们假设r > n，即未知数的个数r大于方程个数n，那么由第三次作业Problem A的

第一问可得该方程组有无穷多组解，特别地，存在一个非零解s = (k1, . . . , kr)。这

意味着存在不全为零的k1, . . . , kr使得等式krv1 + . . .+ krvr = 0成立。也即S为线性

相关集合。

4.4.坐标与基底, Coordinates and basis

Definition 4.14. 我们称一个向量空间V为一个有限维向量空间(finite-dimensional vec-

tor space)，如果存在一个集合S = {v1, . . . ,vn}，n ≥ 1为一个自然数，使得

1. S张成(spans)空间V，即任何v ∈ V都可以表示为v1, . . . ,vn的线性组合；

2. S为一个线性无关集合。

满足以上两个条件的集合S被称为V的一组基底(basis)，它里面包含的向量个数n称

为V的维数(dimension)。

例子：n维欧式空间Rn里的标准基底与基底的不唯一性

Rn中的n个标准单位向量e1, . . . , en组成了Rn的一组基底，被称为Rn的标准基底(the
standard basis for Rn)。因为在4.2节我们已经验证了span(e1, . . . , en) = Rn，在4.3节

我们证明了e1, . . . , en线性无关。因此e1, . . . , en满足了基底的两个性质，从而成为

了Rn的一组基底。

然而一个向量空间中可能包含不同的基底。比如向量v1 = (1, 2, 1),v2 = (2, 9, 0),v3 =

(3, 3, 4)组成了R3的一组基底。让我们来验证它们满足基底的两个性质。首先我们

证明span{v1,v2,v3} = R3，即任何b = (b1, b2, b3) ∈ R3都可以表示为b = c1v1 +
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c2v2 + c3v3。这显然意味着线性方程组

c1 + 2c2 + 3c3 = b1

2c1 + 9c2 + 3c3 = b2

c1 + 4c3 = b3

对任何b = (b1, b2, b3) ∈ R3都有解。那么利用讲义Theorem 1.25我们知道，这等价

于要求系数矩阵

A =


1 2 3

2 9 3

1 0 4


可逆，也等价于det(A) ̸= 0。注意矩阵A的列向量依次为v1,v2,v3。经简单计算可

得det(A) = −1，因此以上分析告诉我们R3 = span{v1,v2,v3}。
现在我们证明v1 = (1, 2, 1),v2 = (2, 9, 0),v3 = (3, 3, 4)线性无关，即等式

c1v1 + c2v2 + c3v3 = 0

成立的唯一可能是令c1 = c2 = c3 = 0。代入v1,v2,v3的具体坐标后可以看出它们

的线性无关性实际上等价于要求线性方程组

c1 + 2c2 + 3c3 = 0

2c1 + 9c2 + 3c3 = 0

c1 + 4c3 = 0

仅有一组平凡解。再次利用讲义Theorem 1.25我们知道，这等价于要求系数矩阵

A =


1 2 3

2 9 3

1 0 4


可逆，也等价于det(A) ̸= 0。注意矩阵A的列向量依次为v1,v2,v3。由于我们已经

计算了det(A) = −1，因此v1,v2,v3线性无关。综上，v1,v2,v3为R3的一组基底。

实际上，这个例子里告诉我们，对于Rn里的n个向量v1,v2, . . . ,vn，它们构成Rn的

一组基底，当且仅当以v1,v2, . . . ,vn依次作为列向量的n阶方阵A可逆，更具体来

说，此时我们有以下等价关系：

S = {v1, . . . ,vn} ⊂ Rn线性无关⇔ span(S) = Rn

⇔ S = {v1, . . . ,vn} ⊂ Rn是一组基底

⇔ A =
[
v1 v2 . . .vn

]
可逆.
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注意： 上面这个例子告诉我们向量空间里可能具有多个不同的基底。但是

我们可以证明，对于有限维向量空间来说，每个基底包含的向量个数都是相同

的，因此向量空间的维数等于任何一个基底里包含的向量个数。具体证明请见

第4.5节。

例子：次数≤ n的多项式空间里的标准基底

还记得我们用Pn指代所有次数≤ n的多项式组成的集合，即

Pn = {p(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + . . .+ anx

n : a0, a1, . . . , an ∈ R}.

令S = {1, x, x2, . . . , xn}。显然任何Pn里的多项式p(x)都可以表示为S中这些单项

式(monomials)的线性组合；另外在4.3节我们证明了S是一个线性无关集合。综上，

S = {1, x, x2, . . . , xn}是Pn的一组基底，被称为Pn的标准基底(standard basis)。由
定义可知Pn的维数(dimension)为S里向量的个数，即等于n+ 1。

例子：m× n-矩阵空间里的标准基底
还记得所有m × n-矩阵组成的集合Mm×n是一个向量空间。对于每个i = 1, . . . , n，

每个j = 1, . . . , n，令M ij为满足以下条件的m× n-矩阵：

M ij =



0 . . . 0 . . . 0
...

...
...

...
...

0 . . . 1︸︷︷︸
第i行第j列

. . . 0

...
...

...
...

...

0 . . . 0 . . . 0


即M ij除了第i行第j列上的项为1，其余项均为0。容易验证

S = {M11,M12, . . . ,M1n,M21, . . . ,M2n, . . . ,Mm1, . . . ,Mmn}

是Mm×n的一组基底。我们称其为Mm×n的标准基底(standard basis)。由定义可知Mm×n的

维数(dimension)为S里向量的个数，即等于mn。

例子：无穷维空间

我们称一个向量空间V为无穷维向量空间(infinite dimensional vector space)，如果
不存在一个有限的集合S = {v1, . . . ,vr}使得V = span(S)。比如多项式空间P∞ =

{a0+a1x+. . .+anx
n : n ≥ 0, a0, . . . , an ∈ R}是一个无穷维向量空间。简单来说，要

表示P∞里的一个多项式p(x) = a0+a1x+ . . .+anx
n，我们需要1, x, . . . , xn这n+1个

单项式，但由于这里n可以取任意的自然数，要表示P∞里的任何一个多项式我们
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需要无穷多个单项式1, x, . . . , xn, . . .(因为自然数有无穷多个)，因此不存在一个有

限集合S张成整个空间P∞，所以P∞为无穷维。

注意：在本学期的线性代数课程里我们只学习有限维向量空间。因此不需要关注

无穷维向量空间。

假设S = {v1, . . . ,vn}是向量空间V的一组基底。那么任何v ∈ V都可以表示

为v1, . . . ,vn的线性组合，即存在c1, . . . , cn使得

v = c1v1 + . . .+ cnvn.

又由于S为线性无关集合，由Theorem 4.12可知这些系数c1, . . . , cn是唯一的。

Definition 4.15. 假设S = {v1, . . . ,vn}是向量空间V的一组基底，对于v ∈ V，存在

唯一的一组实数c1, . . . , cn使得

v = c1v1 + . . .+ cnvn.

我们称n维向量(c1, . . . , cn) ∈ Rn为v关关关于于于基基基底底底S的的的坐坐坐标标标向向向量量量(coordinate vector of v
relative to S)，并记为

(v)S = (c1, . . . , cn).

如果我们将坐标向量视为列向量，则记为

[v]S =


c1

c2
...

cn

 .

例子：

• V = Rn， S = {e1, . . . , en}为Rn的标准基底。对于任何v = (v1, . . . , vn)，由

于v = v1e1 + . . .+ vnen，v关于标准基底的坐标向量(v)S即是它自己：

(v)S = (v1, . . . , vn).

• V = Pn = {a0+a1x+. . .+anx
n : a0, a1, . . . , an ∈ R}，S = {1, x, x2, . . . , xn}为Pn的

标准基底。对于任何p(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + . . .+ anx

n ∈ Pn，显然有

(p(x))S = (a0, a1, . . . , an) ∈ Rn+1.
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• V = Mm×n，S = {M11,M12, . . . ,M1n,M21, . . . ,M2n, . . . ,Mm1, . . . ,Mmn}为Mm×n的

标准基底。对于任何A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

... . . . ...

am1 am2 . . . amn

显然有

A =
m∑
i=1

n∑
j=1

aijM
ij.

因此

(A)S = (a11, . . . , a1n, a21, . . . , a2n, . . . , am1, . . . , amn).

例子：(2022年线性代数期中考试题)
Let S = {v1 = (1, 0, 0),v2 = (2, 2, 0),v3 = (3, 3, 3)} be a basis of R3. Then the

coordinate vector of v = (4,−2, 6) relative to S, (v)S =?

答案：假设(v)S = (c1, c2, c3)，那么它们必须满足

v = (4,−2, 6) = (c1 + 2c2 + 3c3, 2c2 + 3c3, 3c3),

即满足

c1 + 2c2 + 3c3 = 4

2c2 + 3c3 = −2

3c3 = 6.

用高斯消元法求解以上方程组得到答案

c1 = 6, c2 = −4, c3 = 2 ⇒ (v)S = (6,−4, 2).

4.5.向量空间的维数, Dimension

在上一节关于基底的定义Definition 4.14里我们将(有限维)向量空间V的维数(dimension)，

记为dim(V )，定义为它里面任何一组基底所包含的向量个数。在本节我们证明任

何一组基底所包含的向量个数都相等(因此维数的定义是有意义的)。

在证明这个性质之前，我们首先计算一些主要向量空间的维数。实际上在上一节

我们已经通过观察标准基底的个数得到以下结果：

• 对任何自然数n ≥ 1，Rn的维数dim(Rn) = n。

• 对任何非负整数n ≥ 0，Pn的维数dim(Pn) = n+ 1。

• 对任何自然数n ≥ 1,m ≥ 1，Mm×n的维数dim(Mm×n) = mn。

• 对于零空间(the zero vector space)W = {0}，我们规定dim(V ) = 0。
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除此之外，我们注意到

例子：令V为一个向量空间，S = {v1, . . . ,vr}为V里的一个(非空)线性无关集

合。令W = span(S)为由S生成的子空间。那么S是W的一组基底(显然，任何w ∈
W根据span(S)的定义都可以表示为关于v1, . . . ,vr的线性组合，且由假设S为线性

无关集合，因此S作为W里的子集满足基底的两个条件)，我们得到

dim(W ) = dim(span(S)) = dim(span{v1, . . . ,vr}) = r.

下面我们证明一系列与基底和维数有关的定理。

Theorem 4.16. 令V为一个向量空间。假设S = {v1, . . . ,vn}为V的一组基底。

1. 若m > n，那么V里任何包含m个向量的集合M = {w1, . . . ,wm} ⊂ V必然

为线性相关集合。

2. 若m < n，那么V里任何包含m个向量的集合M = {w1, . . . ,wm} ⊂ V必然无

法张成整个空间V，即span(M) ̸= V。

证明. 1. 假设m > n，M = {w1, . . . ,wm} ⊂ V为任一V里的子集。由于S =

{v1, . . . ,vn}为V里的一组基底，M里的向量w1, . . . ,wm均可以表示为关于v1, . . . ,vn的

线性组合。我们将这些线性组合记为：

w1 = a11v1 + a21v2 + . . .+ an1vn,

w2 = a12v1 + a22v2 + . . .+ an2vn,
...

wm = a1mv1 + a2mv2 + . . .+ anmvn.

现在我们考虑等式k1w1+. . .+kmwm = 0。将w1, . . . ,wm用以上的关于v1, . . . ,vn的

线性组合代入k1w1+. . .+kmwm = 0，我们可以将其表示为一个关于v1, . . . ,vn的

等式：

(k1a11 + k2a12 + . . .+ kma1m)v1 + (k1a21 + k2a22 + . . .+ kma2m)v2+

. . .+ (k1an1 + k2an2 + . . .+ kmanm)vn = 0.

由于S = {v1, . . . ,vn}是一组基底，S为线性无关集合，因此以上等式只有当

所有系数都等于零时才成立，即(k1, . . . , km)需要满足

a11k1 + a12k2 + . . .+ a1mkm = 0

a21k1 + a22k2 + . . .+ a2mkm = 0

...

an1k1 + an2x2 + . . .+ anmkm = 0.
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总结一下，我们实际上得到以下等价关系： k1w1 + . . . + kmwm = 0当且仅

当 (k1, . . . , km) ∈ Rm是齐次线性方程组

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1mxm = 0

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2mxm = 0

...

an1x1 + an2x2 + . . .+ anmxm = 0.

的一组解。

显然，由于m > n，即以上线性方程组的方程个数n小于未知数个数m，由

第三次作业Problem A的第一问可知此时以上齐次线性方程组有无穷多个
解；特别地，存在一个非零解(k1, . . . , km) ̸= (0, . . . , 0) ∈ Rm。由于这个非

零解(k1, . . . , km)使得等式

k1w1 + . . .+ kmwm = 0

成立，由定义可知M = {w1, . . . ,wm}为线性相关集合。
2. 假设m < n，M = {w1, . . . ,wm} ⊂ V为任一V里的子集。基于反证法，假

设span(M) = V。那么对基底S里的任何向量v1, . . . ,vn，它们都可以表示为

关于w1, . . . ,wm的线性组合：

v1 = a11w1 + a21w2 + . . .+ am1wm,

v2 = a12w1 + a22w2 + . . .+ am2wm,

...

vn = a1nw1 + a2nw2 + . . .+ amnwm.

注意，如果(k1, . . . , kn) ∈ Rn使得等式

k1v1 + . . .+ knvn = 0.

将v1 = a11w1+a21w2+ . . .+am1wm, . . . ,vn = a1nw1+a2nw2+ . . .+amnwm代

入以上等式，可得

(k1a11 + k2a12 + . . .+ kna1n)w1 + (k1a21 + k2a22 + . . .+ kna2n)w2+

. . .+ (k1am1 + k2am2 + . . .+ knamn)wm = 0.

反之，假如(k1, . . . , kn) ∈ Rn使得等式

(k1a11 + k2a12 + . . .+ kna1n)w1 + (k1a21 + k2a22 + . . .+ kna2n)w2+

. . .+ (k1am1 + k2am2 + . . .+ knamn)wm = 0.
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成立，那么通过用w1, . . . ,wm表示v1, . . . ,vn，我们可得等式k1v1+. . .+knvn =

0成立。因此，k1v1 + . . .+ knvn = 0当且仅当

(k1a11 + k2a12 + . . .+ kna1n)w1 + (k1a21 + k2a22 + . . .+ kna2n)w2+

. . .+ (k1am1 + k2am2 + . . .+ knamn)wm = 0.

显然，假如(k1, . . . , kn) ∈ Rn为齐次线性方程组

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = 0

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = 0

...

am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = 0.

的解，那么我们有

(k1a11 + k2a12 + . . .+ kna1n)w1 + (k1a21 + k2a22 + . . .+ kna2n)w2+

. . .+ (k1am1 + k2am2 + . . .+ knamn)wm

= 0w1 + . . .+ 0wm = 0,

从而利用以上标为蓝色的等价关系得到k1v1 + . . .+ knvn = 0。然而，由于假

设m < n，方程组

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = 0

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = 0

...

am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = 0.

的方程个数m小于未知数个数n，再次利用第三次作业Problem A的第一问可
知此时以上齐次线性方程组有无穷多个解；特别地，存在一个非零解(k1, . . . , km) ̸=
(0, . . . , 0) ∈ Rn。由以上讨论可知，这样的(k1, . . . , km) ̸= (0, . . . , 0) ∈ Rn使

得k1v1 + . . . + knvn = 0成立。这意味着S = {v1, . . . ,vn}为线性相关集合，
与S是基底的假设矛盾。因此span(M) = V不能成立。

利用以上定理，我们证明有限维向量空间V里任何基底的个数都相同。

Theorem 4.17. 令V为一个有限维向量空间。如果S = {v1, . . . ,vn}与M = {w1, . . . ,wm}都
是V的基底，那么必然有n = m。
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证明. 首先由于S = {v1, . . . ,vn}是V的一组基底，由定义可知span(S) = V且S为

线性无关集合。同样，由于M = {w1, . . . ,wm}也是V的一组基底，我们也有span(M) =

V且M为线性无关集合。

如果m > n，那么由Theorem 4.16-(1)可知，含有m个向量的集合M必然为线性相

关集合，与M是基底的假设矛盾。

如果m < n，那么由Theorem 4.16-(2)可知，含有m个向量的集合M必然无法满

足span(M) = V，再次与M是基底的假设矛盾。

综上，我们只能有m = n。

Theorem 4.18 (Plus/Minus Theorem). 令V为一个向量空间，S ⊂ V为一个非空子集

且包含有有限个向量。

1. 如果S为一个线性无关集合，v ∈ V且v /∈ span(S)，那么S ∪ {v}依然为一个
线性无关集合。

2. 如果v ∈ S且v可以被S里的其他向量的线性组合表示，即v ∈ span(S − {v})，
那么span(S) = span(S − {v})。

证明. 该证明不作为考试内容，时间紧张的同学可以跳过。但理解该证明过程对

解答与基底相关的证明题有一定帮助。

1. 设S = {v1, . . . ,vr}为线性无关集合。令v ∈ V且v /∈ span(S)。我们现在证明

集合M = S ∪ {v} = {v1, . . . ,vr,v}为线性无关集合，即等式

k1v1 + . . .+ krvr + kr+1v = 0

只有当k1 = . . . = kr = kr+1 = 0时成立。

基于反证法，我们假设存在k1, . . . , kr+1且kr+1 ̸= 0使得等式k1v1+ . . .+krvr+

kr+1v = 0成立。那么显然有

kr+1v = −(k1v1 + . . .+ krvr) ⇒ v = − k1
kr+1

v1 − . . .−− kr
kr+1

vr,

即此时v ∈ span(S)，与假设v /∈ span(S)矛盾。因此若存在k1, . . . , kr+1使得

等式k1v1 + . . . + krvr + kr+1v = 0成立，那么kr+1必须等于零。这也意味

着k1v1 + . . .+ krvr + kr+1v = 0实际上可以写成

k1v1 + . . .+ krvr = 0.

因为S = {v1, . . . , ˙
¯
r}为线性无关集合，只有当k1 = . . . = kr = 0该等式才成

立。综上，k1v1 + . . . + krvr = 0只有当k1 = . . . = kr = kr+1 = 0时成立。证

毕。
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2. 设S = {v1, . . . ,vr}。已知v ∈ S，故不妨假设v = vr。由假设，v = vr可以

写成关于v1, . . . ,vr−1的线性组合：

vr = c1v1 + . . .+ cr−1vr−1.

那么对于任何w ∈ span(S)，我们有

w = k1v1+. . .+kr−1vr−1+krvr = k1v1+. . .+kr−1vr−1+kr(c1v1+. . .+cr−1vr−1).

简单整理后得到

w = (k1 + krc1)v1 + . . .+ (kr−1 + krcr−1)vr−1.

这说明任何w ∈ span(S)都可以写成关于v1, . . . ,vr−1的线性组合，即w ∈
span(S − {v})。由此我们得到

span(S) ⊂ span(S − {v}).

另一方面，由于S − {v} ⊂ S，显然有span(S − {v}) ⊂ span(S)。综上，得

到span(S − {v}) = span(S)。

以下定理非常重要且为重要考点之一。

Theorem 4.19. 令n ≥ 1，V为n维向量空间，即dim(V ) = n。令S = {w1, . . . ,wn}为V的

一组基底。那么以下说法成立：

1. 对于任何V里的子集M = {v1, . . . ,vr}，M为线性无关集合当且仅当v1, . . . ,vr关

于S的坐标向量(v1)S ∈ Rn, . . . , (vr)S ∈ Rn是Rn里的线性无关集合。

2. 对于任何V里的含有n个向量的子集M = {v1, . . . ,vn}，M是V的一组基底当

且仅当v1, . . . ,vr关于S的坐标向量(v1)S ∈ Rn, . . . , (vn)S ∈ Rn是Rn里的基底，

当且仅当以[v1]S, . . . , [vn]S为列向量的n阶方阵A可逆。

证明. 该证明本身不作为考试内容，时间紧张的同学可以跳过。但请务必牢记定

理内容，且理解该证明过程对解答与基底相关的证明题有一定帮助。

1. 我们将坐标向量(v1)S, . . . , (vr)S记为

(v1)S = (a11, a21, . . . , an1),

(v2)S = (a12, a22, . . . , an2),
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...

(vr)S = (a1r, a2r, . . . , anr),

即

v1 = a11w1 + a21w2 + . . .+ an1wn,

v2 = a12w1 + a22w2 + . . .+ an2wn,

...

vr = a1rw1 + a2rw2 + . . .+ anrwn.

我们现在注意到

k1v1 + . . .+ krvr = 0 ⇔ k1(a11w1 + a21w2 + . . .+ an1wn) + . . .

+ kr(a1rw1 + a2rw2 + . . .+ anrwn) = 0

⇔ (k1a11 + k2a12 + . . .+ kra1r)w1 + . . .

+ (k1an1 + k2an2 + . . .+ kranr)wn = 0.

由于S = {w1, . . . ,wn}为V的一组基底，它是一个线性无关集合，因此由以

上分析我们得到：

k1v1 + . . .+ krvr = 0

当且仅当

k1a11 + k2a12 + . . .+ kra1r = 0

k1a21 + k1a22 + . . .+ kra2r = 0

...

k1an1 + k1an2 + . . .+ kranr = 0

显然后者又等价于

k1


a11

a21
...

an1


︸ ︷︷ ︸
=[v1]S

+k2


a12

a22
...

an2


︸ ︷︷ ︸
=[v2]S

+ . . .+ kr


a1r

a2r
...

anr


︸ ︷︷ ︸
=[vr]S

=


0

0
...

0

 .

总结：我们实际上得到，

k1v1 + . . .+ krvr = 0 ∈ V ⇔ k1[v1]S + . . .+ kr[vr]S = 0 ∈ Rn.
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如果v1, . . . ,vr线性无关，因此k1v1+. . .+krvr = 0 ∈ V只有当k1 = . . . = kr =

0成立，因此利用以上等价关系，我们得到k1[v1]S+. . .+kr[vr]S = 0 ∈ Rn只有

当k1 = . . . = kr = 0成立，故{[v1]S, . . . , [vr]S}为Rn里的线性无关集合。反之，

如果{[v1]S, . . . , [vr]S}为Rn里的线性无关集合，相同的推理得到v1, . . . ,vr线

性无关。

2. 我们已经证明了M = {v1, . . . ,vn} ⊂ V线性无关当且仅当坐标向量

{(v1)S, . . . , (vn)S}

是Rn里的线性无关集合。因此我们现在只需证明span(M) = V当且仅当

span{(v1)S, . . . , (vn)S} = Rn.

先假设span(M) = V。那么对于任何b = (b1, . . . , bn) ∈ Rn，令u = b1w1 +

. . .+ bnwn ∈ V (注意(u)S = b)。由于span(M) = V，存在系数c1, . . . , cn使得

c1v1 + . . .+ cnvn = u.

现在将

v1 = a11w1 + a21w2 + . . .+ an1wn,

v2 = a12w1 + a22w2 + . . .+ an2wn,

...

vn = a1nw1 + a2nw2 + . . .+ annwn.

以及u = b1w1 + . . .+ bnwn ∈ V代入等式c1v1 + . . .+ cnvn = u，我们得到一

个关于w1, . . . ,wn的等式：

(c1a11 + c2a12 + . . .+ cna1n)w1 + . . .+(c1an1 + c2an2 + . . .+ cnann)wn =

b1w1 + . . .+ bnwn

⇔ (c1a11 + c2a12 + . . .+ cna1n − b1)w1

+ . . . (c1an1 + c2an2 + . . .+ cnann − bn)wn = 0.

由于w1, . . . ,wn线性无关，以上等式实际上告诉我们

c1a11 + c2a12 + . . .+ cna1n − b1 = 0,

...

c1an1 + c2an2 + . . .+ cnann − bn = 0
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也即

c1


a11

a21
...

an1


︸ ︷︷ ︸
=[v1]S

+c2


a12

a22
...

an2


︸ ︷︷ ︸
=[v2]S

+ . . .+ cn


a1n

a2n
...

ann


︸ ︷︷ ︸
=[vn]S

=


b1

b2
...

bn

 .

这当然意味着b ∈ span{[v1]S, . . . , [vn]S}。由于b ∈ Rn可以取任何向量，我们

得到span{[v1]S, . . . , [vn]S} = Rn。

现在假设span{[v1]S, . . . , [vn]S} = Rn。那么对任何u ∈ V，将其关于S的坐标

向量记为(u)S = (b1, . . . , bn) ∈ Rn。由假设，存在c1, . . . , cn使得

c1[v1]S + . . .+ cn[vn]S = b.

那么使用与之前相同的推理，容易得到

c1v1 + . . .+ cnvn = u,

即u ∈ span(S)。由于u ∈ V为任意向量，我们得到span(S) = V。

现在我们已经证明对于任何V里的含有n个向量的子集M = {v1, . . . ,vn}，
M是V的一组基底当且仅当v1, . . . ,vr关于S的坐标向量(v1)S ∈ Rn, . . . , (vn)S ∈
Rn是Rn里的基底。另一方面，在4.4节Definition 4.14下方的例子里我们已经
证明了u1, . . . ,un ∈ Rn是Rn的一组基底当且仅当以u1, . . . ,un为列向量的矩

阵可逆。因此我们最终得到:任何V里的含有n个向量的子集M = {v1, . . . ,vn}，
M是V的一组基底当且仅当以[v1]S, . . . , [vn]S为列向量的n阶方阵A可逆。

例子：(2022年线性代数考试题)
Let p1(x) = 1 + 3x,p2(x) = 2 + 4x,p3(x) = −4x2 be three polynomials in P2.

1. Let M = {1, x, x2} be the standard basis of P2. Let A =
[
[p1(x)]M [p2(x)]M [p3(x)]M

]
be the matrix such that its columns are [p1(x)]M , [p2(x)]M and [p3(x)]M . Compute

the adjoint matrix of A.

2. Prove that S = {p1(x), p2(x), p3(x)} is a basis of P2.

答案：

1. 由p1(x) = 1 + 3x,p2(x) = 2 + 4x,p3(x) = −4x2可知

[p1(x)]M =


1

3

0

 , [p2(x)]M =


2

4

0

 , [p3(x)]M =


0

0

−4

 ,
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因此A =


1 2 0

3 4 0

0 0 −4

。经过计算后可得

adj(A) =


−16 8 0

12 −4 0

0 0 −2

 .

2. 利用Theorem 4.19我们知道要证S = {p1(x), p2(x), p3(x)}是P2的一组基底只需

证明它们的坐标向量[p1(x)]M， [p2(x)]M与[p3(x)]M所组成的矩阵A可逆。简

单计算可得det(A) = 8 ̸= 0，因此A可逆，所以S = {p1(x), p2(x), p3(x)}是P2的

一组基底。

以下定理告诉我们在理论上可以通过在任一个向量的集合里通过增减向量使

其变成一组基底。

Theorem 4.20. 令V为一个n维向量空间。令S = {v1, . . . ,vm}为V中的一个子集。

1. 若span(S) = V且m > n且我们可以通过删掉S里的某些向量得到V的一组基

底。

2. 若S为一个线性无关集合且m < n且我们可以通过给S增加某些向量得到V的

一组基底。

证明. 1. 由Theorem 4.16以及m > n = dim(V )，可知S必然为线性相关集合。

由定义，S里存在一个向量，不妨设其为向量vm，可以表示为v1, . . . ,vm−1的

线性组合。此时利用Theorem 4.18-(2)，将vm从S中删掉后得到的集合M =

{v1, . . . ,vm−1}满足span(M) = span(S)。如果M已经是一个线性无关集合，

那么显然M已经是V的一组基底(注意此时m必然等于n + 1)。如果M依然是

线性相关集合，那么重复以上步骤我们可以删掉M里的一个向量，设为vm−1，

从而得到一个更小的集合N = {v1, . . . ,vm−2}，满足span(N) = span(M) =

span(S)。如果N为线性无关，那么N是V的一组基底，如果N仍然线性相关，

那么继续以上步骤删掉N里的向量，直到我们得到一组基底为止。

2. 由Theorem 4.16以及m < n = dim(V )，可知span(S) ̸= V，即存在v ∈ V −
span(S)。那么由Theorem 4.18，M = S ∪ {v}仍是一个线性无关集合。如
果此时span(M) = V，那么M是V的一组基底(注意此时m = n − 1)。如

果span(M) ̸= V，那么重复以上步骤向M里增加向量，最终得到V的一组基

底。
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例子：(2022年线性代数期中考试题)

1. Let S = {v1,v2} be a linearly independent set in the n–dimsnional Euclidean

vector space Rn, and v3 ∈ R3,v3 ̸= 0 be another non–zero vector such that v3 is

orthogonal to v1 and v2. Prove that S = {v1,v2,v3} is also a linearly independent

set in Rn.

2. Now let S = {v1 = (1, 0, 2),v2 = (3, 2, 0)} be a linearly independent set in R3.

Find a vector v3 ∈ R3 such that S ′ = {v1,v2,v3} is a basis of R3.

答案：

1. 考虑等式

k1v1 + k2v2 + k3v3 = 0.

假设k3 ̸= 0，那么v3 = −k1
k3
v1 − k2

k3
v2。然而，由于v3同时正交于v1,v2，可

得v3 · (−k1
k3
v1 − k2

k3
v2) = −k1

k3
v3 · v1 − k2

k3
v3 · v2 = 0，这与v3 · (−k1

k3
v1 − k2

k3
v2) =

v3 ·v3 = ∥v3∥2> 0矛盾。因此k1v1+k2v2+k3v3 = 0.的必要条件是k3 = 0。此

时该等式化简为k1v1+k2v2 = 0。那么由于v1,v2线性无关，可知k1 = k2 = 0，

即k1v1 + k2v2 + k3v3 = 0.只有当k1 = k2 = k3 = 0时成立。

2. 由第一问可知，若v3 ̸= 0同时垂直于v1,v2，那么S ′ = {v1,v2,v3}为线性无关
集合。由于S ′包含了三个向量，它必然是R3里的一组基底。由于v1 × v2同时

正交于v1,v2，经计算可得

v3 = v1 × v2 = (−4, 6, 2)

即为所求向量。

Theorem 4.21. 令V为n维向量空间，W ⊂ V为V的一个子空间。

1. 令m = dim(W )，则必有m ≤ n。

2. W = V当且仅当m = n。

证明. 1. 令S = {w1, . . . ,wm}为W的一组基底，m = dim(W )。由于S在W里

是一个线性无关集合，它在V里也是一个线性无关集合。如果m > n，那

么Theorem 4.16-(1)告诉我们S必然为线性相关集合，矛盾！因此m ≤ n必须

成立。

2. 若W = V，那么必然有dim(W ) = m = n = dim(V )。

若dim(W ) = m = n = dim(V )，则W的任何基底都包含n个向量。假设S为W的

一组基底，但span(S) = W ̸= V，那么存在v ∈ V − span(S)。此时由Theorem

4.18-(1)可知S∪{v}为V里的一个线性无关集合但包含有n+1个向量，与dim(V ) =
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n矛盾(这里使用Theorem 4.16-(2)，即对于n = dim(V )，任何含有多于n个向

量的集合必然线性相关)。因此W = V必须成立。

4.6.基底变换, Change of basis

通过在4.4节的学习我们知道，对于n维向量空间V，S = {v1, . . . ,vn}为V里一

组给定的基底，那么任何v ∈ V都可以被唯一的表示为

v = c1v1 + c2v2 + . . .+ cnvn,

我们将以上线性组合里的系数c1, . . . , cn组成的n维向量

(v)S = (c1, . . . , cn) ∈ Rn 或 [v]S =


c1
...

cn

 ∈ Rn

称为v关于S的坐标向量(coordinate vector)。

我们称以上映射

v ∈ V → (v)S ∈ Rn

为(从n维向量空间V到n维欧式空间的)关于基底S坐标映射(coordinate map rela-
tive to S)。
注意，若v ∈ V关于基底S的坐标向量为(v)S = (c1, . . . , cn)，即v = c1v1 + . . . +

cnvn；w ∈ V关于基底S的坐标向量为(w)S = (k1, . . . , kn)，即w = k1v1 + . . . +

knvn，那么v +w = (c1 + k1)v1 + . . . + (cn + kn)vn是v +w关于S的唯一线性组合

表示，因此由坐标向量的定义可得

(v +w)S = (c1 + k1, . . . , cn + kn) = (c1, . . . , cn) + (k1, . . . , kn) = (v)S + (w)S.

类似的，若v ∈ V关于基底S的坐标向量为(v)S = (c1, . . . , cn)，即v = c1v1 + . . . +

cnvn，那么对于任何实数k ∈ R，由于kv = (kc1)v1 + . . .+ (kcn)vn，我们有

(kv)S = (kc1, . . . , kcn) = k(c1, . . . , cn) = k(v)S.

这其实意味着关于基底S的坐标映射v → (v)S是一个线性映射(linear map)。线性
映射这个概念我们将在后续章节中系统学习。这里大家暂时可以忽略这个术语。

但务必牢记坐标映射的以上两个特殊性质。

另一方面，我们知道V里通常存在多组不同的基底，且同一个向量v关于不

同基底的坐标向量也不同。比如，令V = R3，S = {e1, e2, e3}为R3的标准基底，
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S ′ = {v1 = (1, 2, 1),v2 = (2, 9, 0),v3 = (3, 3, 4)}为R3的另一组基底。那么对于v =

(5,−1, 9)，我们显然有

(v)S = (5,−1, 9);

而通过关系(5,−1, 9) = c1(1, 2, 1)+c2(2, 9, 0)+c3(3, 3, 4)我们可以求解出c1 = 1, c2 =

−1, c3 = 2，即

(v)S′ = (1,−1, 2).

在本节我们要解决以下问题：

基底变换问题, The Change-of-Basis Problem: 假设V为n维向量空间，B =

{u1, . . . ,un}为V的一组基底，B′ = {u′1, . . . ,u′n}为V的另一组基底，那么对于v ∈
V，它关于B的坐标向量(v)B与关于B′的坐标向量(v)B′满足怎样的关系？

解答： 我们将B′ = {u′1, . . . ,u′n}里的每个向量都用基底B = {u1, . . . ,un}表
示，即

u′1 = a11u1 + a21u2 + . . .+ an1un ⇔ [u′1]B =


a11

a21
...

an1

 ;

...

u′i = a1iu1 + a2iu2 + . . .+ aniun ⇔ [u′i]B =


a1i

a2i
...

ani

 ;

...

u′n = a1nu1 + a2nu2 + . . .+ annun ⇔ [u′n]B =


a1n

a2n
...

ann

 .

假设[v]B′ =


k′1

k′2
...

k′n

，即v = k′1u
′
1 + k′2u

′
2 + . . .+ k′nu

′
n；将以上u′1, . . . ,u

′
n关于B的线
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性组合表示代入该等式，我们得到

v = k′1u
′
1 + k′2u

′
2 + . . .+ k′nu

′
n = k′1(a11u1 + a21u2 + . . .+ an1un)

+ . . .+ k′n(a1nu1 + a2nu2 + . . .+ annun)

= (a11k
′
1 + a12k

′
2 + . . .+ a1nk

′
n)u1

+ . . .+ (an1k
′
1 + an2k

′
2 + . . .+ annk

′
n)un;

那么如果[v]B =


k1

k2
...

kn

，即v = k1u1 + k2u2 + . . .+ knun；由坐标表示的唯一性，

必然有

k1 = a11k
′
1 + a12k

′
2 + . . .+ a1nk

′
n,

k2 = a21k
′
1 + a22k

′
2 + . . .+ a2nk

′
n,

...

kn = an1k
′
1 + an2k

′
2 + . . .+ annk

′
n.

因此，假如我们用

PB←B′ =
[
[u′1]B [u′2]B . . . [u′n]B

]
=


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

... . . . ...

an1 an2 . . . ann


来指代由坐标向量[u′1]B, [u

′
2]B, . . . , [u

′
n]B作为列向量的n阶方阵，那么以上计算告

诉我们

[v]B = PB←B′ [v]B′ .

交换B与B′的角色，令

PB′←B =
[
[u1]B′ [u2]B′ . . . [un]B′

]
来指代由坐标向量[u1]B′ , [u2]B′ , . . . , [u]B′作为列向量的n阶方阵，那么重复以上计

算我们得到

[v]B′ = PB′←B[v]B.

我们称PB←B′为从B′到B的转移矩阵(transition matrix from B′ to B)，称PB′←B为从B到B′的

转移矩阵(transition matrix from B to B′)。
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注意：英文教材里用PB′→B标记从B′到B的转移矩阵，用PB→B′标记从B到B′的

转移矩阵。我们在这里使用符号PB←B′以及PB′←B是因为这样可以更自然地表示坐

标向量转换的起点与终点：

[v]B = PB←B′ [v]B′ , [v]B′ = PB′←B[v]B.

两个转移矩阵PB←B′与PB′←B互为逆矩阵：

Theorem 4.22 (英文教材Theorem 4.6.1). PB←B′ = P−1B′←B, PB′←B = P−1B←B′。

证明. 对于任何v ∈ V，我们有

[v]B = PB←B′ [v]B′ ;

[v]B′ = PB′←B[v]B,

因此

[v]B = PB←B′ [v]B′ = PB←B′PB′←B[v]B.

这意味着，对任何b ∈ Rn (b ∈ Rn对应[v]B)，矩阵A = PB←B′PB′←B满足

Ab = b.

容易证明满足这样的条件的矩阵只可能是单位矩阵(留作作业题)，即

A = PB←B′PB′←B = In.

如果V = Rn，那么我们可以用以下步骤计算转移矩阵PB′←B。

1. 对于B = {u1, . . . ,un} ⊂ Rn，我们不妨用同一个符号B来指代由u1, . . . ,un作

为列向量的n阶方阵：

B =
[
u1 u2 . . . un

]
.

类似的，若B′ = {u′1, . . . ,u′n}为Rn的另一组基底，我们用同一个符号B′来指

代由u′1, . . . ,u
′
n作为列向量的n阶方阵：

B′ =
[
u′1 u′2 . . . u′n

]
.

类似我们在第一章求矩阵的逆的方法，我们将B′放在左边，B放在右边：

[B′|B].
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2. 同时将初等行变换作用在B′与B上，直到左边的B′变成单位矩阵In，此时将

右边B经过行变换所得到的的矩阵记为PB′←B:

[B′|B] ⇒ [In|PB′←B].

3. 此时右边的矩阵PB′←B即为所求的转移矩阵。

对以上算法的数学解释：按照之前的记号，对于给定的一组Rn里的基底B = {u1, . . . ,un}，
我们依然用B来指代由u1, . . . ,un作为列向量的n阶方阵：

B =
[
u1 u2 . . . un

]
.

那么如果一个向量v ∈ Rn关于B的坐标向量为[v]B =


k1

k2
...

kn

，即v = k1u1 + k2u2 +

. . .+ knun，那么由矩阵乘法的定义，容易验证实际上

v = B[v]B,

以上等式里的B显然是指矩阵B =
[
u1 u2 . . . un

]
。

同理，对于另一组Rn里的基底B′ = {u′1, . . . ,u′n}，我们也用同一个符号B′来来指

代由u′1, . . . ,u
′
n作为列向量的n阶方阵：

B′ =
[
u′1 u′2 . . . u′n

]
.

如果向量v ∈ Rn关于B′的坐标向量为[v]B′ =


k′1

k′2
...

k′n

，即v = k′1u
′
1+k′2u

′
2+. . .+k′nu

′
n，

那么由矩阵乘法的定义，我们有

v = B′[v]′B,

以上等式里的B′显然是指矩阵B′ =
[
u′1 u′2 . . . u′n

]
。

经过以上观察，我们实际上得到等式

v = B′[v]′B = B[v]B.

由于B与B′都是Rn的基底，由Theorem 4.19可知矩阵B与B′都可逆，因此对等式

B′[v]′B = B[v]B
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两边同乘以(B′)−1，我们得到

[v]′B = (B′)−1B[v]B.

那么由转移矩阵的定义可得PB′←B = (B′)−1B。

现在我们回到以上求转移矩阵PB′←B的计算步骤。我们知道利用初等行变换

将B′转化为单位矩阵的过程实际上是在B′左边乘上一系列初等矩阵Er . . . E1，而

这个乘积Er . . . E1等于(B′)−1；那么同样的行变换作用在矩阵B上则得到Er . . . E1B =

(B′)−1B。由于我们已经知道PB′←B = (B′)−1B，我们可以确认之前的计算步骤里

所最终得到的右手边的矩阵即是要求的从B到B′的转移矩阵。

例子：考虑R3的两组基底B = {u1,u2,u3}与B′ = {u′1,u′2,u′3}:

u1 =


2

1

1

 ,u2 =


2

−1

1

 ,u3 =


1

2

1

 ;

u′1 =


3

1

−5

 ,u′2 =


1

1

−3

 ,u′3 =


−1

0

2

 .

我们利用之前介绍的计算步骤求解转移矩阵PB′←B。

1. 此时B′ =


3 1 −1

1 1 0

−5 −3 2

，B =


2 2 1

1 −1 2

1 1 1

。因此

[B′|B] =


3 1 −1 2 2 1

1 1 0 1 −1 2

−5 −3 2 1 1 1

 .

2. 经过初等行变换同时作用在B与B′上后，我们得到
3 1 −1 2 2 1

1 1 0 1 −1 2

−5 −3 2 1 1 1

 ⇒


1 0 0 3 2 5

2

0 1 0 −2 −3 −1
2

0 0 1 5 1 6

 .

3. PB′←B =


3 2 5

2

−2 −3 −1
2

5 1 6

.
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4.7.行空间/列空间/零空间, Row space, Column space and Null space

对于m× n-矩阵A，

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

... . . . ...

am1 am2 . . . amn

 ,

我们按照之前的记号将其第i行(i = 1, . . . ,m)记为

ri =
[
ai1 ai2 . . . ain

]
并称其为A的第i个行向量(the i-th row vector of A)。显然ri, i = 1, . . . ,m为Rn里的

向量。类似的，A的第j个列向量(the j-th column vector of A)

cj =


a1j

a2j
...

amj

 , j = 1, . . . , n

是Rm里的向量。

Definition 4.23 (英文教材237页Definition 2). 对于m× n-矩阵A，

• span{r1, . . . , rm} ⊂ Rn被称为A的行行行空空空间间间(the row space of A)，通常记为Row(A)；

• span{c1, . . . , cn} ⊂ Rm被称为A的列列列空空空间间间(the row space of A)，通常记为Col(A)；

• 齐次线性方程组Ax = 0的解空间(solution space)，通常记为Null(A)：

{s ∈ Rn : As = 0}

被称为A的零零零空空空间间间(the null space of A)。

Theorem 4.24. 对任何m×n-矩阵A，任何b ∈ Rm，线性方程组Ax = b有解(consistent)当

且仅当b ∈ span{c1, . . . , cn}，即b属于A的列列列空空空间间间。

证明. 见第五次作业Problem A的第二小题的参考答案。

Theorem 4.25. 假设Ax = b有解且s0 ∈ Rn为一个特特特解解解(special solution)，假设S =

{v1, . . . ,vk}为A的零空间Null(A)的一组基底。那么Ax = b的通通通解解解(general solu-
tion)可以表示为

s = s0 + c1v1 + . . .+ ckvk, c1, . . . , ck ∈ R.

反之，任何s = s0 + c1v1 + . . .+ ckvk, c1, . . . , ck ∈ R都是Ax = b的解。
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证明. 实际上我们已经在第一章与第三章谈及了该定理的证明。这里我们再复习

一下证明过程：

假设s ∈ Rn是方程组Ax = b的一个解，即As = b，那么由于s0是Ax = b的特解，

也有As0 = b，因此A(s − s0) = As − As0 = b − b = 0。由A的零空间的定义可

知，s − s0 ∈ Null(A)。由假设，S = {v1, . . . ,vk}为A的零空间的一组基底，从而

有s− s0 ∈ span(S) = Null(A)，所以存在系数c1, . . . , ck ∈ R使得

s− s0 = c1v1 + . . .+ ckvk.

因此Ax = b的通解可以表示为

s = s0 + c1v1 + . . .+ ckvk, c1, . . . , ck ∈ R.

反之，假设s = s0 + c1v1 + . . . + ckvk，那么由于Avi = 0对任何i = 1, . . . , k(因

为vi ∈ Null(A))成立，所以As = As0 + A(c1v1 + . . . + ckvk) = b + c1Av1 + . . . +

ckAvk = b+ 0 = b。因此任何可以被写成s = s0 + c1v1 + . . .+ ckvk的向量s都是方

程组Ax = b的解。

本节最重要的内容在于学习如何找到A的行空间Row(A)，A的列空间Col(A)，

A的零空间Null(A)的基底。

我们先从寻找A的零空间Null(A)的基底开始。这个问题对应着一类很重要的
考试题型。

例子：(1996年考研真题)
已知线性方程组

x1 + x2 − 2x3 + 3x4 = 0

2x1 + x2 − 6x3 + 4x4 = −1

3x1 + 2x2 + px3 + 7x4 = −1

x1 − x2 − 6x3 − x4 = t,

讨论参数p, t取哪些值时方程组有解，无解；当有解时，用基础解系(即s = s0 +

c1v1 + . . .+ ckvk，v1, . . . ,vk为Null(A)的一组基底，这样的形式)来表示通解。

解答：对增广矩阵

B =


1 1 −2 3 0

2 1 −6 4 −1

3 2 p 7 −1

1 −1 −6 −1 t
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用初等行变换化为阶梯型

R =


1 0 −4 1 −1

0 1 2 2 1

0 0 p+ 8 0 0

0 0 0 0 t+ 2

 .

显然，如果t+ 2 ̸= 0，那么该方程组无解。如果t = −2，那么方程组有解。

假设t = −2，那么当p = −8时，以上阶梯型为

R =


1 0 −4 1 −1

0 1 2 2 1

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

 .

由此我们可以确定x1, x2为方程组的主元，x3, x4为自由元。令x3 = r，令x4 = s，

r, s ∈ R，我们可以求得此时方程组的通解为

s =


−1− s+ 4r

1− 2s− 2r

r

s

 , r ∈ R, s ∈ R.

现在我们将s中包含的常数，r与s全部分离出来：

s =


−1− s+ 4r

1− 2s− 2r

r

s

 =


−1− s+ 4r

1− 2s− 2r

0 + 0s+ r

0 + s+ 0r

 =


−1

1

0

0

+ s


−1

−2

0

1

+ r


4

−2

1

0

 .

容易验证v1 =


−1

−2

0

1

 ,v2 =


4

−2

1

0

是Null(A)的一组基底(将在后面的学习中证明该

事实，这里请大家直接记住该结论即可)，且


−1

1

0

0

是方程组的一个特解。因此此
时方程组的通解的基础解系为

s =


−1

1

0

0

+ s


−1

−2

0

1

+ r


4

−2

1

0

 .
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假设t = −2，那么当p ̸= −8时，通过对R的第三行乘以 1
p+8
我们得到新的阶梯型

1 0 −4 1 −1

0 1 2 2 1

0 0 1 0 0

0 0 0 0 0

 .

显然此时方程组的主元为x1, x2, x3，自由元为x4。令x4 = s可得通解为

s =


−1− s

1− 2s

0

s

 =


−1− s

1− 2s

0 + 0s

0 + s

 =


−1

1

0

0

+ s


−1

−2

0

1

 .

接下来我们讨论如何找到A的行空间与列空间的基底。这里我们再一次需要

用到初等行变换与阶梯型。

Theorem 4.26. 任何初等行变换都不会改变A的行空间Row(A)。

证明. 如果对A的第i行乘以一个非零常数c，那么所形成的矩阵Ã的行空间为

Row(Ã) = span{r1, . . . , cri, . . . , rm}.

显然Row(Ã) = span{r1, . . . , cri, . . . , rm} = span{r1, . . . , ri, . . . , rm} = Row(A)，因

为

v ∈ span{r1, . . . , ri, . . . , rm} ⇔ v = k1r1 + . . .+ kiri + . . .+ kmrm

⇔ v = k1r1 + . . .+
ki
c
(cri) + . . .+ kmrm

⇔ v ∈ span{r1, . . . , cri, . . . , rm}.

类似的，如果A的第i行乘以一个常数c后加到第j行，那么所形成的矩阵Ã的行空间

为

Row(Ã) = span{r1, . . . , ri, . . . , cri + rj, . . . , rm}.

显然Row(Ã) = Row(A)，因为

v ∈ span{r1, . . . , ri, . . . , rj, . . . rm} ⇔ v = k1r1 + . . .+ kiri + . . .+ kjrj + . . .+ kmrm

⇔ v = k1r1 + . . .+ (ki − ckj)ri + . . .+ kj(cri + rj) + . . .

+ kmrm

⇔ v ∈ span{r1, . . . , ri, . . . , cri + rj, . . . , rm}.

最后，如果交换A的第i行与第j行，显然也不会改变A的行空间。具体证明留给大

家自行验证。

123



Theorem 4.27. 初等行变换可能会改变A的列空间Col(A)。但任何初等行变换都不

会改变A的列空间Col(A)的维数。

证明. 注意：请大家牢记该定理内容，证明过程仅供感兴趣的同学参考。

比如矩阵A =

[
1 3

2 6

]
，将A的第一行乘以−2加到第二行可得矩阵Ã =

[
1 3

0 0

]
。显

然Col(A) = span{

[
1

2

]
,

[
3

6

]
} = {k

[
1

2

]
: k ∈ R}不等于Col(Ã) = span{

[
1

0

]
,

[
3

0

]
} =

{k

[
1

0

]
: k ∈ R}。

现在我们来证明任何初等行变换都不会改变A的列空间Col(A)的维数。

假设dim(Col(A)) = k，且不妨假设{c1, . . . , ck}是Col(A)的一组基底(利用Theorem

4.18)。假设E为一个初等矩阵，那么E对应的行变换作用在A上所形成的的矩阵

为EA。由矩阵乘法定义可知EA的列向量表示为

EA =
[
Ec1 . . . Ecn

]
.

不难证明{Ec1, . . . , Eck}是一个线性无关集合：如果d1, . . . , dk使得

d1Ec1 + . . .+ dkEck = 0

那么对等式两边同时左乘E−1，可得

E−1(d1Ec1 + . . .+ dkEck) = 0 ⇒ d1c1 + . . .+ dkck = 0.

由于{c1, . . . , ck}是Col(A)的一组基底，其线性无关性导致以上等式成立必须要求d1 =

. . . = dk = 0。这意味着d1Ec1 + . . .+ dkEck = 0只有可能在d1 = . . . = dk = 0时成

立，即{Ec1, . . . , Eck}是一个线性无关集合。
由于{Ec1, . . . , Eck}是一个线性无关集合，我们得到

dim(Col(EA)) ≥ k = dim(Col(A)).

另一方面，对EA左乘E−1(对应着一个行变换)，以上分析告诉我们

k = dim(Col(A)) = dim(Col(E−1EA)) ≥ dim(Col(EA)).

综上，k = dim(Col(A)) = dim(Col(EA))。

以下定理非常重要。同样，请大家务必牢记定理内容，但可以忽略证明过

程。

Theorem 4.28. 对m× n-矩阵A，令R为A的一个阶梯型。那么
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1. R里所有含有主1(leading one)的行向量组成A的行空间Row(A)的一组基底。

2. R所有含有主1(leading one)的列向量组成R的列空间Col(R)的一组基底。

证明. 令R为A的一个阶梯型。假设包含主1的R的行向量为u1, . . . ,uk，假设u1的

主1所在的列为第j1列，...，uk的主1所在的列为第jk列，即

u1 =
[
b11 b12 . . . b1n

]
, b1j1 = 1, b1j = 0若j < j1;

...

uk =
[
bk1 bk2 . . . bkn

]
, bkjk = 1, bkj = 0若j < jk.

这里注意由阶梯型的定义，我们必然有j1 < j2 < . . . < jk。现在考虑等式

c1u1 + . . .+ ckuk = 0

即 [
c1b11 + . . . ckbk1 . . . c1b1n + . . . ckbkn

]
=

[
0 . . . 0

]
.

显然，以上等式意味着c1b1j1+. . . ckbkj1 = 0 (即
[
c1b11 + . . . ckbk1 . . . c1b1n + . . . ckbkn

]
的

第j1个坐标需要等于0)。由于b1j1 = 1，b2j1 = . . . = bkj1 = 0(已知bij = 0对任

何j < ji，那么对i = 2, . . . , k，由于j1 < j2 < . . . < jk，b2j1 = . . . = bkj1 = 0)，我

们实际上有

c1b1j1 + . . . ckbkj1 = 0 ⇒ c1 × 1 + c2 × 0 + . . .+ ck × 0 = c1 = 0.

因此等式c1u1 + . . .+ ckuk = 0成立的必要条件是c1 = 0，即我们实际上有

c2u2 + . . .+ ckuk = 0.

现在对c2u2 + . . . + ckuk = 0使用以上分析，可得c2u2 + . . . + ckuk = 0成立的必

要条件是c2 = 0。以此类推，最后我们得到c1u1 + . . . + ckuk = 0成立的必要条件

是c1 = c2 = . . . = ck = 0，即u1, . . . ,uk线性无关。

另一方面，有阶梯性的定义，对R的其他行向量uk+1, . . . ,um，我们必然有uk+1 =

. . . = um = 0(因为它们不包含主1)，所以Row(R) = span{u1, . . . ,um} = span{u1, . . . ,uk}。
综上，我们得到R里所有含有主1的行向量组成R的行空间Row(R)的一组基底。又

由Theorem 4.26，我们有Row(R) = Row(A)，因此R里所有含有主1的行向量组

成A的行空间Row(A)的一组基底。

利用同样的证明思路我们可以验证R所有含有主1的列向量组成R的列空间Col(R)的

一组基底，但过程更加繁琐一点。具体细节留给感兴趣的同学自行补全。

例子：
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1. 从S = {v1 = (1,−2, 0, 3),v2 = (2,−5,−3, 6),v3 = (0, 1, 3, 0),v4 = (2,−1, 4,−7),v5 =

(5,−8, 1, 2)}里找出一个子集M使得M是span(S)的一组基底。

2. 将S −M里的不属于M的向量表示为基底M的线性组合。

答案：

1. 将v1, . . . ,v5作为列向量组成矩阵

A =


1 2 0 2 5

−2 −5 1 −1 −8

0 −3 3 4 1

3 6 0 −7 2

 .

因此现在的任务为寻找A的列空间的一组基底。基于Theorem 4.28我们需要

先将A通过行变换化为阶梯型：

R =


1 0 2 0 1

0 1 −1 0 1

0 0 0 1 1

0 0 0 0 0



由Theorem 4.28我们知道R里含有主1的三个列向量w1 =


1

0

0

0

 ,w2 =


0

1

0

0

 ,w4 =


0

0

1

0

组成R的列空间的基底。从Theorem 4.27的证明中我们知道A里对应的三

个列向量M = {v1,v2,v4}组成A的列空间的一组基底。

2. 由第一问可知S −M = {v3,v5}。令v3 = av1 + bv2 + cv4，代入具体坐标并

解方程组可得

a = 2, b = −1, c = 0.

类似可计算得到v5 = v1 + v2 + v4。

4.8.秩/零化度/矩阵的基本空间, Rank, Nullity and Fundamental Matrix Spaces

由上一节的Theorem 4.28以及Theorem 4.27我们知道对于任何m × n-矩阵A，

令R为它的一个阶梯型，那么有

dim(Row(A)) = dim(Row(R)) = R里主1的个数
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dim(Col(A)) = dim(Col(R)) = R里主1的个数,

因为阶梯型里每一行/每一列都包含至多一个主1。

Definition 4.29. 对于任何m× n-矩阵A，令R为它的一个阶梯型，我们定义

• rank(A) = dim(Row(A)) = dim(Col(A)) = R里主1的个数，被称为A的秩(rank)；

• nullity(A) = dim(Null(A))，被称为A的零化度(Nullity)。

从以上定义我们可以立刻看出，对于任何m× n-矩阵A，我们有

rank(A) ≤ min(n,m), nullity(A) ≤ n.

以下定理是线性代数中最具代表性的定理。它的证明将在下一章给出，现在我们

只需牢记定理内容。

Theorem 4.30 (Rank-Nullity Theorem/Dimension Theorem for Matrices;英文教材250页Theorem

4.8.2). 对于任何m× n-矩阵A，有

rank(A) + nullity(A) = n.

对于一个给定的m × n-矩阵A，令R为A的一个阶梯型。由秩的定义我们知

道rank(A) = R里主1的个数，即rank(A)等于齐次线性方程组Ax = 0里主元的个

数。由于A为m× n-矩阵，齐次线性方程组Ax = 0里含有n个未知数。因此，由以

上Rank-Nullity Theorem (Theorem 4.30)，即等式rank(A) + nullity(A) = n，我们实

际上得到

nullity(A) = n− rank(A) =方程组Ax = 0里自由元的个数.

Definition 4.31. 对m×n-矩阵A，以下六个向量空间被称为A的基本空间(the funda-

mental spaces of A)：

• A的行空间Row(A)，

• A的列空间Col(A)，

• A⊤的行空间Row(A⊤)，

• A⊤的列空间Col(A⊤)，

• A的零空间Null(A)，

• A⊤的零空间Null(A⊤)。

由以上定义可知：
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• A的行空间Row(A)等于A⊤的列空间Col(A⊤)，且它们都是Rn里的子空间；

• A的列空间Col(A)等于A⊤的行空间Row(A⊤)，且它们都是Rm里的子空间；

• Null(A)是Rn里的子空间；

• Null(A⊤)是Rm里的子空间；

• rank(A) = rank(A⊤)，因为

rank(A) = dim(Row(A)) = dim(Col(A⊤)) = rank(A⊤).

除此之外，我们容易得到以下等价关系

Theorem 4.32 (英文教材254页 Theorem 4.8.8). 对于n阶方阵A，以下说法等价

• A可逆；

• Ax = 0只有平凡解；

• A的简化阶梯型为单位矩阵；

• A是一组初等矩阵的乘积；

• Ax = b对任何n× 1的列向量b都有解；

• Ax = b对任何n× 1的列向量b都有且只有一个解；

• det(A) ̸= 0；

• A的所有n个行向量线性无关；

• A的所有n个列向量线性无关；

• span(Row(A)) = Rn；

• span(Col(A)) = Rn；

• A的所有n个行向量构成Rn的一组基底；

• A的所有n个列向量构成Rn的一组基底；

• rank(A) = n；

• Null(A) = 0。

现在我们利用本节学习的知识研究R2,R3里由方程确定的直线/平面。这部分
内容属于英文教材的第3.3节。
首先我们给出以下几何物体的数学定义：

• 平面(plane)R2里的每一条直线(line)都可以表示为：

{(x̄, ȳ) + k(v1, v2) : k ∈ R}, (v1, v2) ̸= 0.

显然，如果(x̄, ȳ) = (0, 0)，那么这条直线穿过原点且因此表示了一个一维子

空间；容易验证tan(θ) = v2
v1
给出这条直线的斜率。

• 设R2里的一条直线表示为{(x̄, ȳ) + k(v1, v2) : k ∈ R}。如果一个向量n ∈
R2,n ̸= 0满足

n · (v1, v2) = 0
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那么我们称n为这条直线的法向量(normal)。
• 立体空间R3里的每一个平面(plane)都可以表示为：

{(x̄, ȳ, z̄)+k1(v1, v2, v3)+k2(w1, w2, w3) : k1, k2 ∈ R)}, (v1, v2, v3)与(w1, w2, w3)线性无关.

显然，如果(x̄, ȳ, z̄) = (0, 0, 0)，那么这个平面穿过原点且因此表示了一个二

维子空间，且此时这个平面被由(0, 0, 0)，(v1, v2, v3)， (w1, w2, w3)作为顶点

的三角形唯一确定。

• 设R3里的一个平面表示为

{(x̄, ȳ, z̄)+k1(v1, v2, v3)+k2(w1, w2, w3) : k1, k2 ∈ R)}, (v1, v2, v3)与(w1, w2, w3)线性无关.

如果一个向量n ∈ R3,n ̸= 0满足

n · (v1, v2, v3) = 0, n · (w1, w2, w3) = 0

那么我们称n为这个平面的法向量(normal)。

Theorem 4.33 (英文教材157页Theorem 3.3.1). 1. 若(a, b) ∈ R2，(a, b) ̸= (0, 0)，

c ∈ R，那么方程
ax+ by + c = 0

的所有解组成的集合是R2里的一条直线，且这条直线的法向量为n = (a, b)。

我们简称这条直线为“直线ax+ by + c = 0”。

2. 若(a, b, c) ∈ R3，(a, b, c) ̸= (0, 0, 0)，d ∈ R，那么方程

ax+ by + cz + d = 0

的所有解组成的集合是R3里的一个平面，且这个平面的法向量为n = (a, b, c)。

我们简称这个平面为“平面ax+ by + cz + d = 0”。

证明. 1. 由于已经假设(a, b) ̸= (0, 0)，不妨令a ̸= 0，此时方程ax+by+c = 0 ⇔
ax + by = −c必然有解，比如(x̄, ȳ) = (−c

a
, 0)是这个方程的一个特解。因此，

利用Theorem 4.25我们知道这个方程的通解可以被表示为

(x, y) = (x̄, ȳ) + k(v1, v2),

这里向量(v1, v2)是齐次线性方程ax+ by = 0的(任意)一个解，同时也是1× 2-

矩阵A =
[
a b

]
的零空间的一组基底。注意，这里我们使用了以下论点：

• 齐次线性方程组ax+by = 0的系数矩阵为1×2-矩阵A =
[
a b

]
。由假设，

(a, b) ̸= (0, 0)，因此A的秩rank(A) = dim(Row(A)) = 1。那么由Rank-

Nullity Theorem，即Theorem 4.30，我们知道nullity(A) = 2 − 1 = 1，

即dim(Null(A)) = 1。我们取(v1, v2) ̸= (0, 0)为Null(A)的一组基底，那

么有span{(v1, v2)} = {k(v1, v2) : k ∈ R} = Null(A)。
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由平面中直线的数学表示我们知道，方程ax + by + c = 0 ⇔ ax + by = −c的

通解组成的集合

{(x, y) = (x̄, ȳ) + k(v1, v2) : k ∈ R}

是R2里的一条直线；且由于(v1, v2)是ax + by = 0的一个解，我们还有av1 +

bv2 = (a, b) · (v1, v2) = 0，因此由法向量的定义可知n = (a, b)是这条直线的

法向量。

2. 由于已经假设(a, b, c) ̸= (0, 0, 0)，不妨令a ̸= 0，此时方程ax + by + cz + d =

0 ⇔ ax+ by + cz = −d必然有解，比如(x̄, ȳ, z̄) = (−c
a
, 0, 0)是这个方程的一个

特解。因此，利用Theorem 4.25我们知道这个方程的通解可以被表示为

(x, y, z) = (x̄, ȳ, z̄) + k1(v1, v2, v3) + k2(w1, w2, w3),

这里向量(v1, v2, v3)，(w1, w2, w3)是齐次线性方程ax + by + cz = 0的两个解，

同时也是1× 3-矩阵A =
[
a b c

]
的零空间的一组基底。与之前的证明类似，

这里我们使用以下论点：

• 齐次线性方程组ax+ by+ cz = 0的系数矩阵为1× 3-矩阵A =
[
a b c

]
。

由假设，(a, b, c) ̸= (0, 0, 0)，因此A的秩rank(A) = dim(Row(A)) = 1。那

么由Rank-Nullity Theorem，即Theorem 4.30，我们知道nullity(A) = 3 −
1 = 2，即dim(Null(A)) = 2。我们取(v1, v2, v3), (w1, w2, w3)为Null(A)的

一组基底，那么有span{(v1, v2, v3), (w1, w2, w3)} = {k1(v1, v2, v3)+k2(w1, w2, w3) :

k1, k2 ∈ R} = Null(A)。

由立体空间中平面的数学表示我们知道，方程ax + by + cz + d = 0 ⇔ ax +

by + cz = −d的通解组成的集合

{(x, y, z) = (x̄, ȳ, z̄) + k1(v1, v2, v3) + k2(w1, w2, w3) : k1, k2 ∈ R}

是R3里的一个平面(注意(v1, v2, v3)与(w1, w2, w3)线性无关)；

且由于(v1, v2, v3), (w1, w2, w3)是ax + by + cz = 0的解，我们还有av1 + bv2 +

cv3 = (a, b, c) · (v1, v2, v3) = 0，aw1 + bw2 + cw3 = (a, b, c) · (w1, w2, w3) = 0。

因此由法向量的定义可知n = (a, b, c)是这个平面的法向量。

Definition 4.34. 假设H ⊂ R3是立体空间中的一个平面，且它的方程为

ax+ by + cz + d = 0.

令(x̄, ȳ, z̄) ∈ R3为该平面H上的一个点，即(x̄, ȳ, z̄)为方程ax+ by+ cz + d = 0.的一

个特解，满足ax̄+ bȳ + cz̄ + d = 0。那么我们称

a(x− x̄) + b(y − ȳ) + c(z − z̄) = 0

为平面H的point–norm form.
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注意，如果(x, y, z) ∈ R3满足

a(x− x̄) + b(y − ȳ) + c(z − z̄) = 0

那么由于ax̄+ bȳ + cz̄ + d = 0 ⇔ ax̄+ bȳ + cz̄ = −d，我们有

a(x−x̄)+b(y− ȳ)+c(z− z̄) = 0 ⇒ ax+by+cz−(ax̄+bȳ+cz̄) = ax+by+cz+d = 0,

即(x, y, z) ∈ H。

显然，如果我们要确定R3里的一个平面H的point–norm form，我们需要知道两件

事：一是H的法向量n = (a, b, c)，二是H里面包含的一个点的坐标(x̄, ȳ, z̄)。

以下定理在过去的考试中以填空题的形式出现，因此请大家务必牢记计算公

式。

Theorem 4.35 (英文教材161页Theorem 3.3.4). 1. 设(a, b) ̸= (0, 0)，P0 = (x0, y0) ∈
R2为R2里的一个点。那么P0与直线ax+ by + c = 0的距离D满足

D =
|ax0 + by0 + c|√

a2 + b2
.

2. 设(a, b, c) ̸= (0, 0, 0)，P0 = (x0, y0, z0) ∈ R3为R3里的一个点。那么P0与平

面ax+ by + cz + d = 0的距离D满足

D =
|ax0 + by0 + cz0 + d|√

a2 + b2 + c2
.

证明. 我们证明第二项，第一项的证明留给大家自行验证。

取平面ax+ by+ cz+d = 0上的任意一点Q = (x1, y1, z1)。那么从Q指向P0的向量为

⇀QP0 = P0 −Q = (x0 − x1, y0 − y1, z0 − z1).

由Theorem 4.33我们知道平面ax+ by + cz + d = 0的法向量为n = (a, b, c)，因此画

图后易知从P0到平面ax + by + cz + d = 0的距离D为向量⇀QP0到法向量n的正交投

影的长度，即

D = ∥projn(
⇀QP0)∥=

⇀QP0 · n
∥n∥

.

代入⇀QP0 · n = a(x0 − x1) + b(y0 − y1) + c(z0 − z1)，∥n∥=
√
a2 + b2 + c2，得到

D =
⇀QP0 · n
∥n∥

=
|a(x0 − x1) + b(y0 − y1) + c(z0 − z1)|√

a2 + b2 + c2
.

又因为Q = (x1, y1, z1)是平面ax+by+cz+d = 0上的一点，即−(ax1+by1+cz1) = d，

代入以上D的表达式我们得到

D =
|ax0 + by0 + cz0 + d|√

a2 + b2 + c2
.
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例子：(2021年线性代数期中考试题)
In R3, suppose that Π is the plane given by 2x − y − 3z + 2 = 0. The distance between

the point P0 = (1,−1, 0) and the plane Π is ?

答案： 注意n = (a, b, c) = (2,−1,−3)，d = 2，将其与P0 = (x0, y0, z0) =

(1,−1, 0)的坐标直接套入公式：

D =
|ax0 + by0 + cz0 + d|√

a2 + b2 + c2

可以计算得到答案为: 5√
14
。

关于矩阵的基本空间与秩(rank)的一些补充：

Theorem 4.36. 令A ∈ Mm×n，令W = {Av : v ∈ Rn}。那么有W = Col(A)。

证明. 将A的n个列向量依次表示为c1, . . . , cn ∈ Rm。对于任何v =


k1

k2
...

kn

，由矩阵
乘法定义可知

Av = k1c1 + k2c2 + . . .+ kncn ∈ span{c1, . . . , cn} = Col(A).

因此我们有W = {Av : v ∈ Rn} ⊂ Col(A)。反之，对于任何w ∈ Col(A) =

span{c1, . . . , cn}，我们知道存在系数k1, k2, . . . , kn使得w = k1c1+k2c2+. . .+kncn =

Av，这里v =


k1

k2
...

kn

 ∈ Rn。这意味着Col(A) ⊂ W。综上，我们得到

W ⊂ Col(A) ⊂ W ⇒ W = Col(A).

Theorem 4.37. 令A ∈ Mm×n, B ∈ Mn×k，那么必然有

rank(AB) ≤ rank(A).
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证明. 由于rank(AB) = dim(Col(AB))，rank(A) = dim(Col(A))，要证明rank(AB) ≤
rank(A)只需证明Col(AB) ⊂ Col(A)。利用以上Theorem 4.36我们知道

Col(AB) = {(AB)v : v ∈ Rk},

Col(A) = {Aw : w ∈ Rn}.

显然，对于任何v ∈ Rk，我们有w = Bv ∈ Rn，因此

(AB)v = A(Bv) = Aw ∈ Col(A),

即{(AB)v : v ∈ Rk} ⊂ {Aw : w ∈ Rn}。

Theorem 4.38. 对于任何A ∈ Mn×n，都有

rank(A⊤A) = rank(A).

证明. 利用Theorem 4.30，即

rank(A) + nullity(A) = n, rank(A⊤A) + nullity(A⊤A) = n,

要证明rank(A⊤A) = rank(A)，我们只需证明nullity(A⊤A) = nullity(A)。实际上

我们可以证明Null(A⊤A) = Null(A)：首先，对任何x ∈ Null(A)，即Ax = 0，

必然有(A⊤A)x = A⊤(Ax) = A⊤0 = 0，即x ∈ Null(A⊤A)，从而有Null(A) ⊂
Null(A⊤A)。反之，令x ∈ Null(A⊤A)，即A⊤Ax = 0。那么我们必然有

0 = x⊤A⊤Ax︸ ︷︷ ︸
=0

= (Ax)⊤(Ax) = ∥Ax∥2,

从而得到Ax = 0，即x ∈ Null(A)。这意味着Null(A⊤A) ⊂ Null(A)。综上，我们得

到

Null(A⊤A) ⊂ Null(A) ⊂ Null(A⊤A) ⇒ Null(A⊤A) = Null(A).

关于维数公式的一个补充：

Theorem 4.39. 令U为一个向量空间，V,W ⊂ U为两个U里的有限维子空间。那么

有

dim(V +W ) = dim(V ) + dim(W )− dim(V ∩W ).

证明. 该证明与第七次作业Bonus题目的参考答案一致。假设V ∩ W的一组基底

为S = {u1, . . . ,ur}。利用Theorem 4.20我们通过向S里加入向量{v1, . . . ,vk}使得M =

{u1, . . . ,ur,v1, . . . ,vk}为V的一组基底；通过向S里加入向量{w1, . . . ,wj}使得B =
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{u1, . . . ,ur,w1, . . . ,wj}为W的一组基底。注意此时我们实际上假设dim(V ) = r +

k，dim(W ) = r + j， dim(V ∩ W ) = r。此外，注意span{v1, . . . ,vk} ∩ (V ∩
W ) = {0}，因为增加的这些向量v1, . . . ,vk都与V ∩W的基底S线性无关: 如果u ∈
span{v1, . . . ,vk} ∩ (V ∩W )，那么u = c1v1 + . . .+ ckvk同时u = k1u1 + . . .+ krur，

即u − u = 0 = c1v1 + . . . + ckvk − k1u1 − . . . − krur，由线性无关性可得唯一可

能为c1 = . . . = ck = k1 = . . . = kr = 0，即u = 0v1 + . . . + 0vk = 0。同理可

得span{w1, . . . ,wj} ∩ (V ∩W ) = {0}。
另一方面，我们容易验证M ∪ B = {u1, . . . ,ur,v1, . . . ,vk,w1, . . . ,wj}是V +W的

一组基底：span(M ∪B) = V +W显然成立；考虑等式

k1u1 + . . .+ krur + c1v1 + . . .+ ckvk + d1w1 + . . .+ djwj = 0,

若该等式成立，则有

c1v1 + . . .+ ckvk = −(u1 + . . .+ krur + d1w1 + . . .+ djwj),

显然等式左边属于span{v1, . . . ,vk}，等式右边属于W，因此该等式成立意味着c1v1+

. . . + ckvk = −(u1 + . . . + krur + d1w1 + . . . + djwj) ∈ span{v1, . . . ,vk} ∩ W。

然而我们之前已经证明span{v1, . . . ,vk} ∩ (V ∩ W ) = (span{v1, . . . ,vk} ∩ V ) ∩
W = span{v1, . . . ,vk} ∩ W = {0}，因此必有c1v1 + . . . + ckvk = −(u1 + . . . +

krur + d1w1 + . . . + djwj) ∈ span{v1, . . . ,vk} = 0。利用这些向量的线性无关性

可得c1 = . . . = ck = 0, k1 = . . . = kr = 0, d1 = . . . + dj = 0。因此证M ∪ B =

{u1, . . . ,ur,v1, . . . ,vk,w1, . . . ,wj}线性无关。
综上，我们得到

dim(V +W ) = r + k + j

等于

dim(V ) + dim(W )− dim(V ∩W ) = r + k + r + j − r = r + k + j.

例子：(第七次作业Bonus) Let U be a vector space of dimension 6. Let V and W

be two subspaces of U such that dim(V ) = 2, dim(W ) = 3. Find all possible dimensions

of V +W , and explain your argument.

答案： 由以上维数公式，有dim(V + W ) = dim(V ) + dim(W ) − dim(V ∩
W ) = 2 + 3 − dim(V ∩ W )。由于dim(V ∩ W ) ⊂ dim(V )可能取值为0, 1, 2，因

此dim(V +W )可能取值为5− 0 = 5, 5− 1 = 4, 5− 2 = 3。

关于正交补的一些补充：
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Definition 4.40. 设W ⊂ Rn为一个子空间。令

W⊥ = {v ∈ Rn : v ·w = 0对所有 w ∈ W 成立}.

W⊥被称为W的正正正交交交补补补(orthogonal complement)。

Theorem 4.41. 设W ⊂ Rn为一个子空间，那么

1. W⊥ ⊂ Rn是一个子空间。

2. 若w ∈ W ∩W⊥，那么w = 0，即W ∩W⊥ = {0}。。
3. (W⊥)⊥ = W。

证明. 第三条性质我们暂时跳过。前两条性质非常容易证明，比如第二条：假设w ∈
W ∩W⊥，那么w ·w = 0，即∥w∥2= 0。由欧式范数性质可得w = 0。

Theorem 4.42. 设W ⊂ Rn为一个子空间，S = {w1, . . . ,wk}为W的一组基底。那

么如果v ∈ Rn同时正交于S里的所有向量：

v ·wi = 0

对所有i = 1, . . . , k成立，则必然有v ∈ W⊥。

证明. 由于S = {w1, . . . ,wk}为W的一组基底，那么任何w ∈ W都可以表示为

w = c1w1 + . . .+ ckwk.

因此v ·w = c1v ·w1 + . . .+ ckv ·wk = 0 + . . .+ 0 = 0，即v ∈ W⊥。
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考试常见题型概览：(重要性不分先后，且不完全覆盖期中考试的内容)

• 一个向量空间内的子集是否为一个子空间，即验证加法与标量积封闭性。

代表题目：期中模拟卷第一题(a)，第六次作业Problem A，Problem E.

• 找出一个给定向量空间或子空间的一组基底，这里包括寻找一个给定矩阵A的

基本空间的一组基底。

代表题目：期中模拟卷第五题，第六次作业Problem C， Problem D，第七次

作业Problem B，Problem C，Problem D，2022年期中考试薛老师班级第7题。

• 方阵A可逆的若干个判断标准。

代表题目：期中模拟卷第一题(b)。

• 矩阵乘法的消去律：AB = AC在哪种条件下一定可以推出B = C?

代表题目：期中模拟卷第一题(b)。

• 维数公式Theorem 4.39的运用。

代表题目：期中模拟卷第一题(c)，第七次作业Problem E， Bonus题目。

• 对于给定基底求坐标向量。

代表题目：期中模拟卷第二题(a)，期中模拟卷第6题(c)，第六次作业Problem

C， Problem D，2022年期中考试薛老师班级第1题(5)。

• 矩阵与伴随矩阵之间的关系，不同代数余子式展开的不同取值。

代表题目：期中模拟卷第二题(b)，期中模拟卷第四题，第四次作业Problem

A，Problem D，讲义第65页的例子(2022年期中考试题)，第五次作业Problem

A-(1)。

• 矩阵的秩的计算。

代表题目：期中模拟卷第二题(c)，第八次作业Problem C， Problem D。

• 具体矩阵的乘法与求逆计算。

代表题目：期中模拟卷第三题，第四次作业Bonus题目，2022年期中考试薛

老师班级第6题。

• 不同基底之间转移矩阵的计算。

代表题目：期中模拟卷第六题(b),(c)，第七次作业Problem A，讲义第118页

例子。

• 正交性的定义，正交投影计算公式，与正交性有关的一些等式与不等式(比

如勾股定理，，Cauchy–Schwarz不等式)。

代表题目：期中模拟卷第七题，第五次作业Problem B, Problem C, Problem D.

• 内积与矩阵乘法的关系。

代表题目：期中模拟卷第八题，第五次作业Problem E。

• 由方程决定的平面与直线，平面的point-norm form。

代表题目：第八次作业Problem B。
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补充题目：令H = {x + y + z + 2 = 0} ⊂ R3为立体空间里的一个平面。

令W为由(−3,−2, 0)与H的法向量作为基底的子空间。求W的正交补W⊥的

一组基底，并将W表示为point-norm form。

• 特殊n阶行列式的通项公式求解。

代表题目：讲义第2.4节，第四次作业Problem B。
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4.9.矩阵变换, Matrix Transformations

本节的主要内容来自英文教材第1.8节。

首先，假设A与B为两个集合，我们称f : A → B为从A到B的一个函数(function)，
如果f是一种对每个a ∈ A都分配唯一一个B中对应的元素f(a) ∈ B的规则。换而

言之，对每个a ∈ A，我们都有一个对应的f(a) ∈ B且这样的f(a)只有一个。

如果f : A → B是一个函数，那么我们称f(a)为a关于函数f的像(the image of a

under f )或者函数f在a上的取值(the value of f at a); 集合A被称为函数f的定义

域(domain)，集合B被称为函数f的到达域(codomain)，也称为陪域，余定义域，
目标集；我们称由定义域A里的所有的元素a关于函数f的像f(a)所组成的集合

RAN(f) = {f(a) : a ∈ A}

为函数f的值域(range)。

Definition 4.43. 对任何A ∈ Mm×n，我们称以下函数f = TA

TA : Rn × Rm,x(∈ Rn) 7→ TA(x) = Ax(∈ Rm)

为A的的的矩矩矩阵阵阵变变变换换换(matrix transformation of A)。

显然，对于A ∈ Mm×n，函数TA的定义域为Rn，到达域为Rm，且TA的实质

是用m × n–矩阵A左乘n维列向量(即n × 1–矩阵)x ∈ Rn，从而得到它的像Ax ∈
Rm(为m× 1–矩阵)。

利用矩阵乘法的运算法则，我们容易验证TA满足以下性质。

Theorem 4.44. 对任何A ∈ Mm×n，u,v ∈ Rn以及实数k ∈ R，有

1. TA(0) = 0;

2. TA(ku) = kTA(u);

3. TA(u+ v) = TA(u) + TA(v).

实际上满足以上性质的从Rn到Rm的函数都可以表示为一个矩阵变换。

Theorem 4.45. 一个函数T : Rn → Rm是一个矩阵变换，即T = TA对某个A ∈
Mm×n成立，当且仅当对任何u,v ∈ Rn以及实数k ∈ R，有

1. T (ku) = kT (u) (homogeneity property);
2. T (u+ v) = T (u) + T (v) (additive property).
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证明. 显然我们只需证明满足以上两个性质的任何函数都是一个矩阵变换。假设T :

Rn → Rm满足以上两条性质，那么对Rn里的标准基底e1, . . . , en以及系数k1, . . . , kn ∈
R，必然有

T (k1e1 + . . .+ knen) = k1T (e1) + . . .+ knT (en).

那么，令A为以下m× n-矩阵：(即将T (e1), . . . , T (en)作为矩阵的列向量)

A =
[
T (e1) T (e2) . . . T (en)

]
对于任何Rn里的向量x = (x1, . . . , xn) = x1e1 + . . .+ xnen，我们有

T (x) =︸︷︷︸
T满足的两个性质

x1T (e1) + . . .+ xnT (en) =︸︷︷︸
矩阵乘法的列向量表示

Ax.

因此我们得到T (x) = Ax对任何x ∈ Rn成立，即T = TA。

以下定义在下一章会再次出现，这里我们简单提及：

Definition 4.46. 设V与W为两个向量空间，函数T : V → W是一个线性映射(linear

mapping)或者线线线性性性变变变换换换(linear transformation)，如果它对任何u,v ∈ V以及实数k ∈
R满足以下两个性质：

1. T (ku) = kTA(u) (homogeneity property);
2. T (u+ v) = TA(u) + TA(v) (additive property).

显然，我们实际上已经证明，任何矩阵变换TA都是一个从Rn到Rm的线性变

换；反之任何从Rn到Rm的线性变换T都能够表示为一个矩阵变换T = TA。

这里很自然的引申出一个问题，对于同一个线性变换T : Rn → Rm，是否可能存

在两个不同的矩阵A ∈ Mm×n, B ∈ Mm×n, A ̸= B使得

T = TA = TB?

以下定理告诉我们这种情况不会发生，即对于每个线性变换T : Rn → Rm，都有

唯一确定的矩阵A ∈ Mm×n使得T = TA。

Theorem 4.47. 假设A ∈ Mm×n, B ∈ Mm×n满足TA = TB，那么A = B。

证明. 设A的列向量表示为

A =
[
c1 . . . cn

]
B的列向量表示为

B =
[
w1 . . . wn

]
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那么对于Rn的标准基底e1, . . . , en，我们对任何i = 1, . . . , n都有 TA(ei) = Aei = ci，

TB(ei) = Bei = wi。因此TA = TB意味着

TA(ei) = TB(ei) ⇒ ci = wi

对任何i = 1, . . . , n都成立，即A与B的每一列都相等。因此得到A = B。

Definition 4.48. 设T : Rn → Rm为一个线性变换，A ∈ Mm×n为唯一满足T (x) =

TA(x) = Ax的矩阵，即A =
[
T (e1) . . . T (en)

]
(e1, . . . , en为Rn的标准基底)。我

们称A为T的标标标准准准矩矩矩阵阵阵(standard matrix)。我们通常将这个标准矩阵记为[T ]。

以下是一些常见的欧式空间上的矩阵变换/线性变换：

• 令A = 0m×n为零矩阵，那么显然TA把所有Rn里的向量都映射到Rm里的零向

量。我们称这个矩阵变换为零变换(zero transformation)。
• 如果线性变换T : Rn → Rn的定义域与到达域都是Rn，那么我们也称T为Rn上

的线性算子(linear operator on Rn)。此时T的标准矩阵A显然为n阶方阵。比

如A = In为单位矩阵时，TA(x) = x对任何x ∈ Rn都成立。反之，容易验证，

如果一个线性算子T : Rn → Rn满足T (x) = x对任何x ∈ Rn都成立，那么

它的标准矩阵必然为单位矩阵In。这是因为如果Ax = x对任何x ∈ Rn成立，

则必有Aei = ei对任何i = 1, . . . , n成立，那么这意味着A的第i列是第i个标准

单位向量ei。显然满足这个条件的矩阵只能是单位矩阵In。

• 假设v ∈ Rn， v ̸= 0为非零向量。我们定义T : Rn → Rn为所谓的正交投影

算子，即

T (w) = projv(w)

给出向量w ∈ Rn在v上的正交投影。容易验证这样的T为Rn上的线性算子：

对任何w1,w2 ∈ Rn，任何k ∈ Rn，通过正交投影计算公式可得

T (w1 +w2) = projv(w1 +w2) =
(w1 +w2) · v

∥v∥2
v =

w1 · v
∥v∥2

v +
w2 · v
∥v∥2

v

projv(w1) + projv(w2)

= T (w1) + T (w2);

T (kw1) = projv(kw1) =
(kw1) · v
∥v∥2

v =
k(w1 · v)
∥v∥2

v

= kprojv(w1)

= kT (w1).

特别地，如果选取v = ei为Rn的第i个标准单位向量，那么容易验证此时对

于任何w = (w1, . . . , wn) ∈ Rn，

T (w) = projei(w) = wiei = (0, . . . , 0, wi, 0, . . . , 0)
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给出的是w关于标准基底的第i个坐标wi与ei的标量积。关于正交投影算子的

标准矩阵的计算留作作业。

• 考虑T : R2 → R2为将R2里的所有向量逆时针(counterclockwise)旋转θ(∈ [0, 2π])度

的操作。显然，通过画图可知，T将x轴上的标准单位向量e1 = (1, 0)映射

到T (e1) = (cos θ, sin θ)，将y轴上的标准单位向量e2 = (0, 1)映射到T (e2) =

(− sin θ, cos θ)。那么利用平面上向量的极坐标表示，我们可以证明这个“旋
转算子”(rotation operator)是一个R2上的线性算子，且它的标准矩阵为

A =
[
T (e1) T (e2)

]
=

[
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

]
.

更多关于R3上的旋转算子的分析请参阅英文教材261–263页的内容。

• 对于给定的非负数k ≥ 0，考虑函数T : Rn → Rn，T (x) = kx。显然T的作

用是将向量x在保持方向不变的情况下改变它的长度。当k > 1时我们称为向

量的拉伸(dilation)，当k ≤ 1时称为向量的收缩(contraction)。容易验证这样
的T为线性变换，且它的标准矩阵为对角矩阵

k

k
. . .

k

 .

更多R2与R3空间上的线性变换与其对应的几何意义请仔细阅读英文教材4.9节。

4.10.矩阵变换的性质, Properties of matrix transformations

假设T : Rn → Rk为从Rn到Rk的线性变换，S : Rk → Rm为从Rk到Rm的

线性变换，那么我们可以定义S与T的复合(composition)并记为S ◦ T，这是一个

从Rn到Rm的函数，满足

(S ◦ T )(x) = S(T (x)), x ∈ Rn.

用语言来描述的话，S◦T的作用是先把x ∈ Rn通过T映射到T (x) ∈ Rk，再把T (x) ∈
Rk通过S映射到S(T (x)) ∈ Rm。显然，对于任何x,w ∈ Rn，任何k ∈ R，都有

(S ◦ T )(x+w) = S(T (x) + T (w)) = S(T (x)) + S(T (w)) = (S ◦ T )(x) + (S ◦ T )(w);

(S ◦ T )(kx) = S(T (kx)) = S(kT (x)) = k(S(T (x))) = k(S ◦ T )(x)

也即S ◦ T作为两个线性变换的复合也是一个线性变换。实际上利用数学归纳法

可以证明，对于任何向量空间V1, V2, . . . , Vk+1，任何线性变换T1 : ◦V1 → V2，T2 :

V2 → V3，. . .，Tk : Vk → Vk+1，它们的复合

Tk ◦ Tk−1 ◦ . . . ◦ T2 ◦ T1 : V1 → Vk+1
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是从V1到Vk+1的线性变换。

由Theorem 4.45我们知道对于线性变换T : Rn ◦ Rk，我们可以将其表示为T (x) =

Ax，A = [T ] ∈ Mk×n为T的标准矩阵。同理，对于线性变换S : Rk ◦ Rm，我们

可以将其表示为S(v) = Bv，B = [S] ∈ Mm×k为S的标准矩阵。容易验证线性变

换S ◦ T : Rn → Rm的标准矩阵为

[S ◦ T ] = [S][T ] = BA,

即等于S的标准矩阵[S]左乘T的标准矩阵[T ]。显然该等式可以推广到任意多个线

性变换的复合，即对于V1 = Rn1 , V2 = Rn2 , . . . , Vk+1 = Rnk+1，任何线性变换T1 :

◦V1 → V2，T2 : V2 → V3，. . .，Tk : Vk → Vk+1，都有

[Tk ◦ . . . ◦ T2 ◦ T1] = [Tk] . . . [T2][T1]

即复合后的线性变换Tk ◦ . . . ◦T2 ◦T1的标准矩阵等于它们各自的标准矩阵按照复合

顺序的矩阵乘积。

由于矩阵乘法不服从交换律，因此线性变换的复合通常也不满足可交换的性质，

即一般情况下，对于S : Rn → Rn与T : Rn → Rn，S ◦T ̸= T ◦S。但也有两个线性
变换的复合可交换的特殊情况，比如：

令T1 : R2 → R2为将R2里的向量逆时针旋转θ1度的线性变换，令T2 : R2 → R2为

将R2里的向量逆时针旋转θ2度的线性变换。那么从直观上考虑，T2 ◦ T1实现的是

先将向量逆时针旋转θ1度再旋转θ2度；而T1 ◦ T2实现的是先将向量逆时针旋转θ2度

再旋转θ1度。显然这两种操作的最终结果都是把向量逆时针旋转了θ1+ θ2度，从而

有T2 ◦ T1 = T1 ◦ T2。这一观察可以被矩阵乘法

[T2][T1] =

[
cos θ2 − sin θ2

sin θ2 cos θ2

][
cos θ1 − sin θ1

sin θ1 cos θ1

]
=

[
cos(θ1 + θ2) − sin(θ1 + θ2)

sin(θ1 + θ2) cos(θ1 + θ2)

]
;

[T1][T2] =

[
cos θ1 − sin θ1

sin θ1 cos θ1

][
cos θ2 − sin θ2

sin θ2 cos θ2

]
=

[
cos(θ1 + θ2) − sin(θ1 + θ2)

sin(θ1 + θ2) cos(θ1 + θ2)

]
所验证。

显然S ◦ T = T ◦ S等价于[S][T ] = [T ][S]，即两个欧式空间上线性算子的复合可交

换等价于它们标准矩阵的乘积可交换。

更多关于线性变换复合的几何意义的讨论请阅读英文教材272页。

由以上讨论我们显然可以看出，欧式空间上的线性变换所满足的性质实际上

被它(们)的标准矩阵所满足的对应性质所刻画。接下来我们继续验证这一事实。

Definition 4.49. 对于向量空间V,W，线性变换T : V → W，我们称
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1. T是一个一一一一一一映映映射射射(one-to-one)或者单单单射射射(injective)，如果对于任何v1 ̸= v2，

都有T (v1) ̸= T (v2)。

2. T是一个满满满射射射(surjective)，如果对于任何w ∈ W都存在一个v ∈ V使得T (v) =

w，也即T的值域RAN(T ) = W。此时我们也称“T is onto W”.

3. T是一个双双双射射射(bijective)，如果T同时是单射和满射。

Definition 4.50. 对于向量空间V,W，线性变换T : V → W，我们称集合

{v ∈ V : T (v) = 0 ∈ W}

为T的核核核(kernel)，并记为Ker(T )。

Theorem 4.51. 令V = Rn，W = Rm，T : Rn → Rm为线性变换，[T ] ∈ Mm×n为T的

标准矩阵。那么我们有

1. Ker(T ) = Null([T ]);

2. RAN(T ) = Col([T ]);

3. T是单射当且仅当Ker(T ) = Null([T ]) = {0}，当且仅当nullity([T ]) = 0；

4. T是满射当且仅当Col([T ]) = Rm，当且仅当rank([T ]) = m；

5. 如果m = n，那么T : Rn → Rn为双射当且仅当[T ]可逆，当且仅当T是单射，

当且仅当T是满射。

证明. 我们将[T ]记为A。那么由于A是T的标准矩阵，我们有T (x) = Ax对任何x ∈
Rn成立。显然由核的定义，

Ker(T ) = {x ∈ Rn : T (x) = 0} = {x ∈ Rn : Ax = 0} = Null(A).

类似可证，对于A的列向量表示A =
[
c1 . . . cn

]
，

RAN(T ) = {T (x) : x ∈ Rn} = {Ax : x ∈ Rn}

= {x1c1 + . . .+ xncn : x1, . . . , xn ∈ R}

= span{c1, . . . , cn}

= Col(A).

首先假设T : Rn → Rm是一个单射，那么对于任何x ̸= 0 ∈ Rn，必然有T (x) =

Ax ̸= A0 = T (0) = 0 ∈ Rm，这意味着Ker(T ) = Null(A) = {0}。反之，假
设Ker(T ) = Null(A) = {0}，但T不是单射，即存在x ̸= y使得T (x) = T (y)。由

于T的线性特点，此时必然有T (x − y) = T (x) − T (y) = 0，这意味着x − y ∈
Ker(T )。另一方面，因为x ̸= y，必然有x − y ̸= 0，即Ker(T )此时包含了一个非

零向量，与假设Ker(T ) = Null(A) = {0}矛盾。因此T只能是单射。我们因此证明

143



了T是单射当且仅当Ker(T ) = Null([T ]) = {0}，当且仅当nullity([T ]) = 0。

由于已经证明了RAN(T ) = Col([T ])，我们可以得到T为满射当且仅当RAN(T ) =

Rm当且当今Col(A) = Rm当且仅当rank(A) = dim(Col(A)) = m。

假设m = n，此时A为n阶方阵。由定义可知T是双射意味着它既是单射又是满射。

由以上讨论可知，T是满射当且仅当nullity(A) = 0同时rank(A) = n。然而，利

用rank–nullity theorem 4.30，即nullity(A)+rank(A) = n，我们可以看出nullity(A) =

0成立当且仅当rank(A) = n，也即T是满射只需nullity(A) = 0(即T为单射)或者rank(A) =

n(即T为满射)两个条件之一成立即可。此外注意对于n阶方阵A，nullity(A) = 0和rank(A) =

n都等价于A可逆。

假设T : Rn → Rn为一个双射的线性变换，那么对于任何y ∈ Rn，都存在

唯一的一个原像(preimage)x ∈ Rn使得y = T (x)。因此我们可以定义它的逆映

射(inverse)T−1 : Rn → Rn满足T−1(y) = x。容易验证

Theorem 4.52. 对于任何双射的线性变换T : Rn → Rn，它的逆映射T−1也为一个

线性变换，且如果T的标准矩阵为[T ]，那么T−1的标准矩阵为[T ]−1。

证明. 对于y1,y2 ∈ Rn，假设它们的原像分别为x1,x2，即T (x1) = y1, T (x2) = y2，

那么我们有T−1(y1) = x1，T−1(y2) = x2。由于T为线性变换，由T (x1 + x2) =

T (x1) + T (x2) = y1 + y2可得y1 + y2的原像为x1 + x2且由于T为单射，我们知

道x1+x2为y1+y2的唯一原像，因此T−1(y1+y2) = x1+x2 = T−1(y1)+T−1(y2)。

类似的，对于任何y ∈ Rn，k ∈ R，若T−1(y) = x，即T (x) = y，那么由T (kx) =

kT (x) = ky可知ky关于T的原像为kx，即T−1(ky) = kx = kT−1(y)。综上，可

得T−1 : Rn → Rn也为一个线性变换。

现在我们验证T−1的标准矩阵为[T ]−1。首先注意由于已经证明T−1是一个线性变

换，由Theorem 4.45可知存在一个n阶方阵[T−1]使得T−1(y) = [T−1]y对任何y ∈
Rn成立。那么，对于任何给定的y ∈ Rn，假设它的原像为T−1(y) = x(即T (x) =

y)，由于T (T−1(y)) = T (x) = y，我们实际上得到

T (T−1(y)) = [T ]([T−1]y) = y,

即([T ][T−1])y = y对任何y ∈ Rn成立。显然由之前的证明我们知道这样的矩阵[T ][T−1]只

能是单位矩阵In，即[T ][T−1] = In。同理易得对任何x ∈ Rn都有T−1(T (x)) = x ⇒
([T ][T−1])x = x，即[T ][T−1] = In。综上可得[T−1] = [T ]−1。

注意以上定理也可以表示为，对任何可逆方阵A ∈ Mn×n，A所对应的矩阵变

换TA(x) = Ax满足

(TA)
−1 = TA−1 .
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5 第五章：线性变换

注意，本章对应英文教材的第八章General Linear Transformations。

5.1.一些重要的线性变换与线性变换的一些基本性质

首先我们回顾一下线性变换的定义。

Definition 5.1. 令V与W为向量空间。一个从V到W的函数T : V → W是一个线线线性性性

变变变换换换(linear transformation)，如果它满足以下两个条件

1. T (u+ v) = T (u) + T (v)对任何u,v ∈ V成立， (additive property)

2. T (ku) = kT (u)对任何u ∈ V，任何k ∈ R成立。 (homogeneity property)

如果T : V → V的定义域与到达域都是V，那么也称线性变换T为V上上上的的的线线线性性性算算算

子子子(linear operator on V )。

注意，由以上线性变换满足的性质可知，任何线性变换T : V → W都满足

T (0V ) = 0W ,

这里我们用0V ,0W分别代指V与W里的零向量。当然也可以简写为T (0) = 0。因

此，如果一个函数f : V → W不满足f(0V ) = 0W，那么它一定不是线性变换。这

一标准在判断一个函数是否是线性变换时通常很有用。

在本节余下的部分，我们介绍一些常见的线性变换。注意其中一些例子出现在过

往考试中。

例子1：矩阵变换(Matrix Transformations)

当V = Rn，W = Rm时，我们在Theorem 4.45中证明了任何从Rn到Rm的线性变

换T都可以表示为

T (x) = TA(x) = Ax,

这里A = [T ] ∈ Mm×n为T的标准矩阵(standard matrix)。因此任何欧式空间上的线

性变换都是矩阵变换。

例子2：恒等算子(The identity operator)

令V为任意向量空间，令I : V → V为满足I(v) = v的函数。那么显然I是一个V上

的线性算子，它把V里的任意向量v映射到v本身。这样的线性算子被称为恒等算
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子(the identity operator)。

例子3：矩阵空间上的线性变换(Transformations on Matrix Spaces)

• 令V = Mm×n，令W = Mn×m，那么

T (A) = A⊤

即，矩阵的转置，是一个线性变换。

• 令V = Mn×n，令W = R，那么

T (A) = det(A)

即，方阵的行列式，在n > 1的情况下不是一个线性变换。因为此时能够找

到一些实数k ∈ R，有det(kA) = kn det(A) ̸= k det(A)。

• 令V = Mn×n，令W = R，那么

T (A) = tr(A)

即，方阵的迹，是一个线性变换。

例子4：多项式空间上的两个线性变换
令V = Pn = {a0 + a1x+ . . .+ anx

n : a0, a1, . . . , an ∈ R}为次数不大于n的所有多项

式(polynomials)的集合，令W = Pn+1 = {a0+a1x+. . .+an+1x
n+1 : a0, a1, . . . , an+1 ∈

R}为次数不大于n+ 1的所有多项式(polynomials)的集合。那么函数

T : Pn → Pn+1, T (p(x)) = xp(x) = x(a0 + a1x+ . . .+ anx
n)

显然是一个从Pn到Pn+1的线性变换。

令n > 1，V = Pn，W = Pn−1，那么函数

T : Pn → Pn+1, T (p(x)) = p′(x) = a1 + 2a2x+ . . .+ nanx
n−1

即，对多项式的求导运算，显然是一个从Pn到Pn+1的线性变换。

例子5：赋值变换(The Evalutation Transformation)

令V = F (−∞,∞)为所有R上的实数取值的函数的集合。对于给定的n个实数x1 ∈
R, x2 ∈ R, . . . , xn ∈ R，我们称以下函数

T : F (−∞,∞) → Rn, T (f) = (f(x1), . . . , f(xn))
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为函数空间上的赋值变换。比如，取x1 = −1, x2 = 2, x3 = 4，取f(x) = x2 − 1 ∈
F (−∞,∞)，那么

T (x2 − 1) = ((−1)2 − 1, (2)2 − 1, 42 − 1) = (0, 3, 15).

容易验证这样的T是一个线性变换。

例子6：求导与积分变换(The Derivation and Integration Transformations)

• 令V = C1(−∞,∞)为所有连续可微(continuously differentiable)函数的集合，

即如果一个函数f : R → R可微且它的导数(derivative)为一个连续函数，则

有f ∈ V = C1(−∞,∞)；令W = C(−∞,∞)为所有连续函数的集合。令D :

V → W为求导运算：

D(f(x)) = f ′(x).

比如对于f(x) = sinx，D(sinx) = sin′(x) = cosx。容易验证这样的求导运

算D为线性变换。

• 令V = C(−∞,∞)为所有连续函数的集合，令W = C1(−∞,∞)为所有连续

可微(continuously differentiable)函数的集合。令J : V → W为不定积分运算：

J(f(t))(x) =

∫ x

0

f(t)dt.

比如对于f(t) = t2，那么J(f(t)) =
∫ x

0
f(t)dt =

∫ x

0
t2dt = t3

3
|x0= x3

3
。容易验证

这样的积分运算J为线性变换。

接下来我们介绍一些关于线性变换的基本性质。首先回顾一下线性变换的核(kernel)与

值域(range)的定义。

Definition 5.2. 令V,W为向量空间，T : V → W为一个线性变换。那么

• 我们称集合{v ∈ V : T (v) = 0W}为T的核核核(kernel)或者核空间，并记为Ker(T )。

• 我们称集合{w ∈ W : 存在 v ∈ V, T (v) = w} = {T (v) ∈ W : v ∈ V }为T的

值值值域域域(range)，并记为RAN(T )或R(T )。

Theorem 5.3. 对任何线性变换T : V → W，都有

1. Ker(T ) ⊂ V是V里的一个子空间。

2. RAN(T ) ⊂ W是W里的一个子空间。
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证明. 1. 我们证明Ker(T )满足加法与标量积的封闭性。但这两点都比较明显：

对于v,u ∈ Ker(T )，我们有

T (v + u) = T (v) + T (u) = 0+ 0 = 0 ⇒ v + u ∈ Ker(T );

T (kv) = kT (v) = k0 = 0 ⇒ kv ∈ Ker(T ).

因此Ker(T )为V里的一个子空间。

2. 我们证明RAN(T )满足加法与标量积的封闭性。如果w1,w2 ∈ RAN(T )，那

么存在v1 ∈ V,v2 ∈ V使得T (v1) = w1, T (v2) = w2。这意味着T (v1 + v2) =

T (v1)+T (v2) = w1+w2，即w1+w2 ∈ RAN(T )。类似可得，对于w = T (v) ∈
RAN(T )，k ∈ R，那么由于kw = T (kv)且kv ∈ V，可得kw ∈ RAN(T )。综

上，RAN(T )为W里的一个子空间。

Definition 5.4. 令T : V → W为一个线性变换。那么我们称dim(Ker(T )) = nullity(T )为T的

零化度，称dim(RAN(T )) = rank(T )为T的秩。

显然，如果V = Rn，W = Rm，那么对于矩阵变换T = TA : Rn → Rm，

A = [T ] ∈ Mm×n为T的标准矩阵，我们4.10节Theorem 4.51知道

Ker(T ) = Null(A),RAN(T ) = Col(A),

此时有nullity(T ) = dim(Ker(T )) = dim(Null(A)) = nullity(A)，rank(T ) = dim(RAN(T )) =

dim(Col(A)) = rank(A)。即此时T的零化度/秩与它对应的标准矩阵的零化度/秩相
同。

在本节的最后我们证明秩-零化度定理。

Theorem 5.5. 令V为一个有限维向量空间，W为一个向量空间，T : V → W为一

个线性变换。那么我们有

rank(T ) + nullity(T ) = dim(V ).

证明. 假设V为n维向量空间，即dim(V ) = n；假设nullity(T ) = r，显然我们有0 ≤
r ≤ n。下面我们对r的取值进行分类讨论。

• 首先考虑1 ≤ r < n。此时我们知道nullity(T ) = dim(Ker(T )) = r，即Ker(T )的

基底包含r个向量。假设B = {v1, . . . ,vr}为Ker(T ) ⊂ V的一组基底。那么利

用Theorem 4.20，通过向B里补充n−r个向量vr+1, . . . ,vn，我们可以得到V的

一组基底：{v1, . . . ,vr,vr+1, . . . ,vn}。如果我们可以证明S = {T (vr+1), . . . , T (vn)} ⊂
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RAN(T )构成T的值域RAN(T ) ⊂ W的一组基底，那么我们可以得到dim(RAN(T )) =

rank(T ) = n− r，从而证明了等式

rank(T ) + nullity(T ) = n− r + r = n = dim(V ).

那么我们现在就来证明S = {T (vr+1), . . . , T (vn)} ⊂ RAN(T )构成T的值域RAN(T ) ⊂
W的一组基底。首先可以看出span(S) = RAN(T )：对于任何w ∈ RAN(T )，

由值域的定义可知存在一个v ∈ V使得T (v) = w。因为{v1, . . . ,vr,vr+1, . . . ,vn}是V的

一组基底，v = c1v1+. . .+crvr+cr+1vr+1+. . .+cnvn；又因为v1, . . . ,vr是Ker(T )里

的向量，有T (v1) = . . . = T (vr) = 0。因此，我们实际上得到

w = T (v) = T (c1v1 + . . .+ crvr + cr+1vr+1 + . . .+ cnvn)

= c1T (v1) + . . .+ crT (vr)︸ ︷︷ ︸
=0

+cr+1T (vr+1) + . . .+ cnT (vn)

= cr+1T (vr+1) + . . .+ cnT (vn)

从而有w ∈ span(S)，即RAN(T ) ⊂ span(S)。由于span(S) ⊂ RAN(T )显然成

立，我们得到span(S) = RAN(T )。

接下来我们证明S = {T (vr+1), . . . , T (vn)} ⊂ W为线性无关集合。考虑等式

kr+1T (vr+1) + . . .+ knT (vn) = 0.

显然如果存在实数kr+1, . . . , kn使得以上等式成立，那么必然有

kr+1T (vr+1) + . . .+ knT (vn) = T (kr+1vr+1 + . . .+ knvn) = 0

从而有kr+1vr+1+. . .+knvn ∈ Ker(T )。又因为已假设B = {v1, . . . ,vr}为Ker(T )的

基底，我们可以将kr+1vr+1 + . . . + knvn ∈ Ker(T )用v1, . . . ,vr的线性组合表

示：

kr+1vr+1 + . . .+ knvn = k1v1 + . . .+ krvr,

这意味着kr+1vr+1 + . . . + knvn − k1v1 − . . . − krvr = 0成立。因为已经

假设{v1, . . . ,vr,vr+1, . . . ,vn}是V的一组基底，它们之间的线性无关性质导

致k1, . . . , kr, kr+1, . . . , kn只能取0。因此等式

kr+1T (vr+1) + . . .+ knT (vn) = 0.

只能在kr+1 = . . . = kn = 0时成立。

综上，我们得到S = {T (vr+1), . . . , T (vn)}是RAN(T )的一组基底。

• 如果r = 0，那么任取V的一组基底{v1, . . . ,vn}，按照以上的方法可以证
明S = {T (v1), . . . , T (vn)}此时构成RAN(T )的一组基底。因此rank(T )+nullity(T ) =

n+ 0 = n = dim(V )依然成立。
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• 如果r = n，即nullity(T ) = dim(Ker(T )) = n。此时可知Ker(T ) = V (因

为Ker(T ) ⊂ V作为V的一个子空间与V具有相同的维数)，即T (v) = 0对所

有v ∈ V都成立。此时RAN(T ) = {0}，从而有rank(T ) = dim(RAN(T )) = 0。

显然此时rank(T ) + nullity(T ) = 0 + n = n = dim(V )依然成立。

5.2.线性变换的复合，逆，与同构, Compositions, Inverse Transformations and Iso-
morphism

本节的内容对应英文教材8.2-8.3节的内容。

首先我们回顾以下概念：

• 令U, V,W为向量空间，T1 : U → V，T2 : V → W为线性变换，那么T2 ◦ T1代

表T2与T1的复合(composition of T2 with T1)，即对于任何u ∈ U，有

(T2 ◦ T1)(u) = T2(T1(u)) : u 7→ T1(u) 7→ T2(T1(u)).

显然，两个线性变换的复合仍是一个线性变换。

• 我们称一个线性变换T : V → W为一一映射(one-to-one)或者单射(injective)，
如果对于任何v1 ̸= v2，都有T (v1) ̸= T (v2)。见Definition 4.49。

• 我们称一个线性变换T : V → W为满射(surjective,onto)如果对于任何w ∈
W都存在一个v ∈ V使得T (v) = w，也即T的值域RAN(T ) = W。见Definition

4.49。

• 我们称T : V → W是一个双射(bijective)，如果T同时是单射和满射。见Definition

4.49。

特别地，我们对双射的线性变换还有以下称呼。

Definition 5.6. 令V,W为向量空间，T : V → W为一个双射(bijective)的线性变换。

那么T也被称为一个同同同构构构(Isomorphism)。对于两个向量空间V与W，如果存存存在在在一

个双射的线性变换T : V → W，那么我们称V与与与W是是是同同同构构构的的的(V is isomorphic to
W )。

例子： 令V = Pn = {a0 + a1x + . . . + anx
n : a0, a1, . . . , an ∈ R}，令W =

{a0 + a1x+ . . .+ an+1x
n+1 : a0, a1, . . . , an+1 ∈ R}。定义一个从V到W的线性变换

T : V → W, T (p(x)) = xp(x),

即对于多项式p(x) = a0 + a1x + . . . + anx
n，T (p(x)) = a0x + a1x

2 + . . . + anx
n+1。

显然，我们有如下结论：
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• T : V → W是一个一一映射：如果p(x) ∈ V, q(x) ∈ V满足p(x) ̸= q(x)，那么

将p(x)记为p(x) = a0+a1x+. . .+anx
n，将q(x)记为q(x) = b0+b1x+. . .+bnx

n，

我们必然可以找到某个i = 0, . . . , n使得ai ̸= bi。因此，对于W = Pn+1的标准

基底B = {1, x, . . . , xn+1}，我们有

[T (p(x))]B = (0, a0, . . . , ai, . . . , an) ̸= (0, b0, . . . , bi, . . . , bn) = [T (q(x))]B,

那么由坐标向量表示的唯一性可知，T (p(x)) ̸= T (q(x))。

• T : V → W不是一个满射：显然，由T的定义可知，对于常数函数1 ∈ W =

Pn+1，不存在任何一个多项式p(x) ∈ V = Pn使得T (p(x)) = 1。更确切的说，

T的值域RAN(T )等于

{f(x) ∈ Pn+1 : [f(x)]B = (0, c1, . . . , cn+1) ∈ Rn+2}.

在第四章我们已经学习到，对于一个n维向量空间V，一旦我们固定它的一组

基底B = {v1, . . . ,vn}，那么V里的任何向量v ∈ V都可以被它的坐标向量(coordinate

vector)[v]B ∈ Rn唯一表示，并且许多V空间上的问题可以借此转化为Rn空间上

的问题，比如Theorem 4.19({w1, . . . ,wk} ⊂ V线性无关当且仅当它们的坐标向

量{[w1]B, . . . , [wk]B}在Rn里线性无关)。坐标向量的这个性质可以被总结为以下定

理：它是n维向量空间V与n维欧式空间Rn之间的一个同构。

Theorem 5.7. 任何n维向量空间V都与n维欧式空间Rn同构。

证明. 假设V为n维向量空间，固定它的一组基底B = {v1, . . . ,vn}，那么我们知
道，任何v ∈ V都可以被唯一的表示为v = k1v1 + . . . + knvn，此时我们有[v]B =

(k1, . . . , kn) ∈ Rn。现在定义T : V → Rn为V关于基底B的坐标向量映射，即对

于v ∈ V，定义

T (v) = [v]B ∈ Rn.

我们现在证明T是一个同构。

• 首先验证T是一个线性变换。对于v = k1v1+. . .+knvn，u = c1v1+. . .+cnvn，

我们有

u+ v = (k1 + c1)v1 + . . .+ (kn + cn)vn

为u+ v关于基底B的线性组合表示。显然，由坐标向量的定义，可得

T (u+ v) = [u+ v]B = (k1 + c1, . . . , kn + cn) = (k1, . . . , kn) + (c1, . . . , cn)

= [v]B + [u]B = T (u) + T (v).

同理，可证T (kv) = [kv]B = k[v]B = kT (v)。综上，T : V → Rn是一个线性

变换。
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• 现在证明T是一个一一映射。假如v ̸= u，但有T (u) = T (v)，即[u]B =

[v]B = (k1, . . . , kn)，那么后者意味着v = k1v1 + . . . + knvn = u，矛盾！

因此必然有u ̸= v ⇒ T (u) ̸= T (v)。

• 最后证明T是满射。对于任何(k1, . . . , kn) ∈ Rn，我们令v = k1v1 + . . . +

knvn ∈ V，那么显然有

T (v) = [v]B = (k1, . . . , kn),

从而有RAN(T ) = Rn。

综上，可知T : V → Rn为一个同构，因此也有V与Rn同构。

以下定理可以让我们快速判断一个线性变换是否是一一映射，它的证明与Theorem

4.51的部分证明完全相同，因此在这里省略推导过程。具体证明可参考英文教

材Theorem 8.2.1.

Theorem 5.8. 令T : V → W为一个线性变换，那么以下说法等价：

1. T为一个一一映射。

2. Ker(T ) = {0}。

利用以上定理结合秩–零化度定理Theorem 5.5我们可以证明(可以参考Theorem

4.51的证明)：

Theorem 5.9. 假设V是一个有限维向量空间，T : V → W是一个从V到W的线性变

换，并假设dim(V ) = dim(W ) = n。那么以下说法等价：

1. T为一个一一映射。

2. Ker(T ) = {0}。
3. T为一个满射。

4. T为一个同构。

证明. “T为一个一一映射”与“Ker(T ) = {0}”等价已经在上一个定理中被证明。

由秩–零化度定理Theorem 5.5可知

n = dim(V ) = rank(T ) + nullity(T ).

如果Ker(T ) = {0}，那么必然有rank(T ) = dim(RAN(T )) = n−0 = n，即RAN(T )作

为W的子空间与W拥有同样的维数。显然此时只能有RAN(T ) = W，即T : V →
W为一个满射。反之，如果T : V → W是一个满射，那么有RAN(T ) = W，从而
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有rank(T ) = dim(RAN(T )) = dim(W ) = n，因此利用秩–零化度定理Theorem 5.5可

得

nullity(T ) = dim(V )− rank(T ) = n− n = 0.

即Ker(T ) = {0}。
我们已经证明T : V → W在dim(V ) = dim(W ) = n的情况下是一一映射当且

仅当它是一个满射。因此可得“T为一个一一映射”与“T为一个满射”与“T为一个同

构”等价。

注意：以上定理Theorem 5.9只在dim(V ) = dim(W ) = n时成立！若没有该假

设则不能使用这个结论！

实际上，利用秩–零化度定理Theorem 5.5我们可以得到以下结论，具体证明细

节留给大家自己验证，或参考第九次作业Problem D.

Theorem 5.10. 令V,W为两个向量空间，T : V → W为一个线性变换。

1. 如果dim(V ) > dim(W )，那么T必然不可能是一一映射。

2. 如果dim(V ) < dim(W )，那么T必然不可能是满射。

如果T : V → W是一个同构，那么模仿Theorem 2.17的证明，我们知道T存

在一个逆映射T−1 : W → V，且这个T−1仍为一个同构。如果T : V → W仅为一

一映射但不为满射，那么由于RAN(T ) ̸= W，即对于某些w ∈ W不存在v ∈ V使

得T (v) = w，我们无法将T的逆映射定义在整个空间W上。然而，如果我们只

考虑T的值域RAN(T )，那么显然每个w ∈ RAN(T )都拥有一个唯一的原像v ∈
V使得T (v) = w，这个唯一性是由T的一一映射性质所决定的。因此，我们能

够在RAN(T )上定义一个映射S : RAN(T ) → V使得S(w) = v，v ∈ V是唯一

能够满足T (v) = w的原像。这样的S显然是一个线性变换，我们称其为T的逆映

射(inverse)。

Theorem 5.11. 对任何线性变换T : V → W，如果它是一一映射，那么总存在定义

在RAN(T )上的逆映射T−1 : RAN(T ) → V使得对于任何w ∈ RAN(T )，T−1(w) = v，

这个v ∈ V满足T (v) = w。此外，T−1 : RAN(T ) → V满足：

• 对于任何v ∈ V，有(T−1 ◦ T )(v) = v。

• 对于任何w ∈ RAN(T )，有(T ◦ T−1)(w) = w。

• T−1 : RAN(T ) → V是一一映射也是满射，因此对于一一映射T，RAN(T )与V是

同构的。
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例子： 令V = Pn = {a0 + a1x + . . . + anx
n : a0, a1, . . . , an ∈ R}，令W =

{a0 + a1x+ . . .+ an+1x
n+1 : a0, a1, . . . , an+1 ∈ R}。定义一个从V到W的线性变换

T : V → W, T (p(x)) = xp(x),

即对于多项式p(x) = a0 + a1x + . . . + anx
n，T (p(x)) = a0x + a1x

2 + . . . + anx
n+1。

我们已经知道这样的线性变换T是一个一一映射，且它的值域为

RAN(T ) = {f(x) ∈ Pn+1 : f(x) = c1x+ . . .+ cn+1x
n+1}

= {f(x) ∈ Pn+1 : [f(x)]B = (0, c1, . . . , cn+1) ∈ Rn+2}, B = {1, x, x2, . . . , xn+1}.

容易验证，此时T−1 : RAN(T ) → V是以下映射

T−1(c1x+ . . .+ cn+1x
n+1) = c1 + c2x+ . . .+ cn+1x

n.

比如，对于V = P3，W = P4，T−1(2x− x2 + 5x3 + 3x4) = 2− x+ 5x2 + 3x3。

以下定理的证明很直接，可参考英文教材Theorem 8.2.4.

Theorem 5.12. 如果T1 : U → V与T2 : V → W为一一映射的线性变换，那么

1. T2 ◦ T1 : U → W为一一映射。

2. 令(T2 ◦ T1)
−1 : RAN(T2 ◦ T1) → U为T2 ◦ T1的逆映射，那么有

(T2 ◦ T1)
−1 = T−11 ◦ T−12 .

5.3.线性变换的矩阵表示, Matrices for general linear transformations

本节的核心内容是将两个(抽象)向量空间的线性变换T : V → W用欧式空间

之间的矩阵变换TA : Rn → Rm, TA(x) = Ax表示(这里假设dim(V ) = n, dim(W ) =

m)，并且证明矩阵A ∈ Mm×n完全刻画了线性变换T的性质。这里沟通抽象向量空

间V (或W )与欧式空间Rn(或Rm)之间的桥梁是坐标向量映射。

更具体来讲，假设V为n维向量空间，B = {v1, . . . ,vn}是V的一组基底；假

设W为m维向量空间，B′ = {w1, . . . ,wm}是W的一组基底；对于任意给定的线性

变换T : V → W，我们试图找到一个m× n的矩阵A ∈ Mm×n使得下图成立：

v ∈ V T (v) ∈ W

([v]B ∈ Rn) ([T (v)]B′ ∈ Rm)

T

fB gB′

TA

记号解释：

154



• fB : V → Rn为V上关于B的坐标映射，对于v ∈ V，如果v = k1v1 + . . . +

knvn，那么fB(v) = [v]B = (k1, . . . , kn) ∈ Rn；

• gB′ : W → Rm为W上关于B′的坐标映射，对于w ∈ W，如果w = c1w1 +

. . .+ cmwm，那么gB′(w) = [w]B′ = (c1, . . . , cm) ∈ Rm；

• TA : Rn → Rm为由矩阵A ∈ Mm×n决定的矩阵变换，即TA(x) = Ax。

换句话说，我们的目的在于找到这样的矩阵A ∈ Mm×n使得对于任何v ∈ V，

都有

[T (v)]B′ = A[v]B

成立，即T (v) ∈ W关于基底B′的坐标向量[T (v)]B′ ∈ Rm可以通过矩阵A乘以v ∈
V关于B′的坐标向量[v]B ∈ Rn得到。特别地，我们应该注意到：

这样的矩阵A ∈ Mm×n依赖于V的基底B与W的基底B′的选取，如果我们更换V的

基底或者W的基底，则A也随之改变。我们将在下一节详细学习这样的矩阵A是如

何随着基底选取而改变的。

下面我们证明这样的矩阵A ∈ Mm×n的存在性以及确定它的具体构造。

假如存在A ∈ Mm×n使得

[T (v)]B′ = A[v]B

对任何v ∈ V都成立，那么代入v = v1, . . . ,v = vn(这里我们设V的基底B为B =

{v1, . . . ,vn})，我们得到

[T (v1)]B′ = A[v1]B, , [T (vn)]B′ = A[vn]B.

另一方面，对于V的基底B = {v1, . . . ,vn}，我们当然有

[v1]B = e1, . . . , [vn]B = en,

这里e1, . . . , en为Rn的标准单位向量。因此，我们实际上得到了

[T (v1)]B′ = A[v1]B = Ae1 = A的第1列
...

[T (vn)]B′ = A[vn]B = Aen = A的第n列

至此，我们可以得到结论：如果这样的矩阵A存在，那么它必须满足第一列等

于[T (v1)]B′ ∈ Rm，第二列为[T (v2)]B′ ∈ Rm，...，第n列为[T (vn)]B′ ∈ Rm，即

A =
[
[T (v1)]B′ [T (v2)]B′ . . . [T (vn)]B′ .

]
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现在我们验证以上矩阵A确实实现了[T (v)]B′ = A[v]B对任何v ∈ V都成立。对于任

何v ∈ V，假设v = k1v1 + . . . + knvn，即[v]B =


k1

k2
...

kn

，我们先利用T的线性性质

得到

T (v) = T (k1v1 + . . .+ knvn) = k1T (v1) + . . .+ knT (vn).

接下来，由于在Theorem 5.7中我们已经证明坐标向量映射gB′ : W → Rm，gB′(w) =

[w]B′为一个线性变换，因此以上等式告诉我们

[T (v)]B′ = gB′(T (v)) = gB′(k1T (v1) + . . .+ knT (vn)) = k1gB′(T (v1)) + . . .+ kngB′(T (vn))

= k1[T (v1)]B′ + . . .+ k1[T (vn)]B′

=
[
[T (v1)]B′ [T (v2)]B′ . . . [T (vn)]B′

]

k1

k2
...

kn


= A[v]B.

现在我们可以做出结论：A =
[
[T (v1)]B′ [T (v2)]B′ . . . [T (vn)]B′

]
为所求矩阵。

Definition 5.13. 令V为n维向量空间，B = {v1, . . . ,vn}为它的一组基底；令V为n维

向量空间，B′ = {w1, . . . ,wn}为它的一组基底。那么对任何线性变换T : V → W，

我们称矩阵 [
[T (v1)]B′ [T (v2)]B′ . . . [T (vn)]B′

]
为T关关关于于于基基基底底底B与与与B′的的的矩矩矩阵阵阵表表表示示示(the matrix for T relative to B and B′)，并将其记
为[T ]B′,B。

我们现在将以上分析总结为以下定理。

Theorem 5.14. 令V为n维向量空间，B = {v1, . . . ,vn}为它的一组基底；令V为n维

向量空间，B′ = {w1, . . . ,wn}为它的一组基底。那么对任何线性变换T : V → W，

任何v ∈ V，都有

[T (v)]B′ = [T ]B′,B[v]B.

这里[T ]B′,B =
[
[T (v1)]B′ [T (v2)]B′ . . . [T (vn)]B′

]
。
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例子：对于V = Rn，W = Rm，我们知道任何线性变换T : Rn → Rm都是一

个矩阵变换，其标准矩阵为

[T ] =
[
T (e1) . . . T (en)

]
.

令B = {e1, . . . , en}为Rn上的标准基底，令B′ = {e′1, . . . , e′m}为Rm上的标准基底，

容易验证T的标准矩阵事实上就是T关于欧式空间上的标准基底B与B′的矩阵表

示，即

[T ] = [T ]B′,B.

例子：2022-2023年线性代数期末考试填空题
Let V be the subspace in F (−∞,∞) spanned by B = {sinx, cosx}. Let T : V → R2 be

defined by T (f) = (f(0), f(π
2
)) for f ∈ V . Take B′ = {(1, 0), (0, 1)} as a basis of R2.

Then the matrix for T relative to B and B′ is

[T ]B′,B =?

答案：由定义，可知

[T ]B′,B =
[
[T (sinx)]B′ [T (cosx)]B′

]
,

其中

[T (sinx)]B′ = (sin 0, sin
π

2
) = (0, 1),

[T (cosx)]B′ = (cos 0, cos
π

2
) = (1, 0).

因此，所求矩阵为

[T ]B′,B =
[
[T (sinx)]B′ [T (cosx)]B′

]
=

[
0 1

1 0

]
.

有了以上的知识储备，我们可以轻松得到线性变换复合与线性变换的逆映射

的矩阵表示：

Theorem 5.15. 设U为n维向量空间，B为U的一组基底，V为k维向量空间，B̃为V的

一组基底，W为m维向量空间，B′为W的一组基底。那么对线性变换T1 : U → V，

线性变换T2 : V → W，有

[T2 ◦ T1]B′,B = [T2]B′,B̃[T1]B̃,B.

即T2◦T1关于基底B与B′的矩阵等于T2关于基底B′与B̃的矩阵左乘以T1关于基底B̃与B的

矩阵。
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证明. 该定理的证明过程包含在以下图表中，只需注意到A = [T1]B̃,B与C = [T2]B′,B̃。

具体细节留给大家自行验证。

u ∈ U T1(u) ∈ V T2(T1(u)) ∈ W

([u]B ∈ Rn) ([T1(u)]B̃ = A[u]B ∈ Rk) ([T2(T1(u))]B′ = (CA)[u]B ∈ Rm)

T1

fB

T2

hB̃
gB′

TA TC

正如矩阵变换T : Rn → Rm的一一映射/满射/同构性质可以通过观察它的标准

矩阵[T ]的对应性质来得到，任何向量空间之间的线性变换T : V → W的一一映

射/满射/同构性质也反映在它关于(任何)基底的矩阵表示中。具体来讲，我们有以

下定理：

Theorem 5.16. 设V，W为有限维向量空间，T : V → W为一个线性变换。

1. 如果S = {v1, . . . ,vr} ⊂ V为V里的一个线性无关集合，且T : V → W为一一一一一一

映映映射射射，那么S ′ = {T (v1), . . . , T (vr)} ⊂ W也是一个线性无关集合。

2. 如果B = {v1, . . . ,vn} ⊂ V为V里的一组基底，且T : V → W为同同同构构构，那

么B′ = {T (v1), . . . , T (vn)} ⊂ W是W的一组基底。

证明. 如果T : V → W是一个一一映射，那么由Theorem 5.8我们知道Ker(T ) =

{0}。现在假设S = {v1, . . . ,vr} ⊂ V为V里的一个线性无关集合，我们考虑等式

k1T (v1) + . . .+ krT (vr) = 0.

利用T的线性性质，以上等式可以写成

T (k1v1 + . . .+ krvr) = 0,

因此可得k1v1 + . . .+ krvr ∈ Ker(T )。那么因为已知 Ker(T ) = {0}，我们必然
有

k1v1 + . . .+ krvr = 0.

利用S = {v1, . . . ,vr}的线性无关性质，可得以上等式成立的必要条件是k1 = . . . =

kr = 0，也即等式k1T (v1) + . . .+ krT (vr) = 0.只有当k1 = . . . = kr = 0时成立，从

而有S ′ = {T (v1), . . . , T (vr)} ⊂ W也是一个线性无关集合。

现在假设T : V → W是一个同构，那么必然有dim(V ) = dim(W )。假设B =

{v1, . . . ,vn} ⊂ V为V里的一组基底，那么根据T的满射性质可得RAN(T ) = span{T (v1), . . . , T (vn)} =

W。又由于T是一一映射，我们已经证明此时{T (v1), . . . , T (vn)} ⊂ W为W里的线

性无关集合。综上，可得B′ = {T (v1), . . . , T (vn)} ⊂ W是W的一组基底。
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Theorem 5.17. 令V为n维向量空间，令W为m维向量空间，T : V → V为V上的线

性算子，且令B为V的一组基底， B′为W的一组基底。令[T ]B′,B ∈ Mm×n为T关于

基底B与B′的矩阵表示。那么我们有

1. rank(T ) = rank([T ]B′,B)， nullity(T ) = nullity([T ]B′,B)。

2. T是一个一一映射当且仅当nullity([T ]B′,B) = 0。

3. T是一个满射当且仅当rank([T ]B′,B) = m = dim(W )。

4. 若n = m，那么T是一个同构当且仅当[T ]B′,B ∈ Mn×n可逆。此时T−1 : W →
V关于基底B′与B的矩阵表示为

[T−1]B,B′ = ([T ]B′,B)
−1.

证明. 该定理的整个证明思路体现在以下图表中：

v ∈ V T (v) ∈ W

([v]B ∈ Rn) ([T (v)]B′ = A[v]B ∈ Rm)

T

fB

TA

g−1
B′

这里A = [T ]B′,B，fB : V → Rn为关于基底B的坐标向量映射(fB(v) = [v]B)，

gB′ : W → Rm为关于基底B′的坐标向量映射(gB′(w) = [w]B′)。显然以上图表告诉

我们

T = g−1B′ ◦ TA ◦ fB.

由于fB : V → Rn与gB′ : W → Rm是同构，它们的逆映射f−1B : Rn → V与g−1B′ :

Rm → W均存在且也为同构(见Theorem 5.11)，故由以上等式我们又可以得到

T = g−1B′ ◦ TA ◦ fB ⇒ gB′ ◦ T ◦ f−1B = gB′ ◦ (g−1B′ ◦ TA ◦ fB) ◦ f−1B = (gB′ ◦ g−1B′ ) ◦ TA ◦ (fB ◦ f−1B )

⇒ gB′ ◦ T ◦ f−1B = TA,

注意这里我们当然利用了等式fB ◦ f−1B = IdRn为Rn上的恒等算子(identity operator)，

即(fB ◦f−1B )(x) = x对任何x ∈ Rn成立，同理gB′ ◦g−1B′ = IdRm为Rm上的恒等算子。

现在我们观察等式

T = g−1B′ ◦ TA ◦ fB.

由于fB : V → Rn为同构，特别地，fB是一个满射，由第九次作业Problem E的第

二问(rank(S ◦ T ) = rank(S)，如果T为满射)我们有

rank(TA ◦ fB) = rank(TA);

由于g−1B′ : Rm → W也是一个同构，特别地，它是一个一一映射，那么再次利

用Problem E的第二问(rank(S ◦ T ) = rank(T )，如果S为一一映射)可得

rank(T ) = rank(g−1B′ ◦TA◦fB) = rank(TA◦fB) = rank(TA) = rank(A) = rank([T ]B′,B).
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此时利用rank–nullity theorem 5.5我们可以立刻得到

nullity(T ) = dim(V )− rank(T ) = n− rank([T ]B′,B) = nullity([T ]B′,B).

利用等式rank(T ) = rank([T ]B′,B)， nullity(T ) = nullity([T ]B′,B)，我们容易推

出：

T 是一一映射 ⇐⇒ Ker(T ) = {0}

⇐⇒ nullity(T ) = 0

⇐⇒ nullity([T ]B′,B) = 0

⇐⇒ ([T ]B′,B) = {0}

⇐⇒ TA : Rn → Rm是一一映射, A = [T ]B′,B,

以及

T 是满射 ⇐⇒ RAN(T ) = W

⇐⇒ rank(T ) = dim(W ) = m

⇐⇒ rank([T ]B′,B) = m

⇐⇒ Col([T ]B′,B) = Rm

⇐⇒ TA : Rn → Rm是满射, A = [T ]B′,B.

如果T : V → W是一个同构，那么我们知道T ◦ T−1 : W → W满足(T ◦ T−1)(w) =

w对任何w ∈ W成立，即[T ◦ T−1]B′,B′ = In。那么利用Theorem 5.15可得

[T ]B′,B[T
−1]B,B′ = In

从而可以推出

[T−1]B,B′ = ([T ]B′,B)
−1.

作为以上重要定理的一个推论，我们有以下结果：

Theorem 5.18. 令V为n维向量空间，T : V → V为V上的线性算子，且令B为V上

的一组基底。那么以下说法等价：

1. T是一个一一映射。

2. [T ]B,B可逆。

此时T−1关于基底B与B的矩阵表示为

[T−1]B,B = ([T ]B,B)
−1.
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证明. 我们首先证明，如果T : V → V是一个一一映射，那么[T ]B,B为可逆矩阵。

因为T的定义域和到达域都是V，由Theorem 5.9可知T : V → V是一一映射等价

于T : V → V是满射，即RAN(T ) = V。因此对于T : V → V，它是一个一一映

射等价于它是满射。[T ]B,B可逆与[T−1]B,B = ([T ]B,B)
−1这两个性质可以从Theorem

5.17中得到。

5.4.相似矩阵, Similarity

在本节我们回答以下问题：

设V为一个n维向量空间，T : V → V为一个V上的线性算子。假设B = {v1, . . . ,vn}为V的

一组基底，那么我们已经知道T关于B的矩阵表示[T ]B,B满足

[T ]B,B =
[
[T (v1)]B [T (v2)]B . . . [T (vn)]B

]
.

假设B′ = {v′1, . . . ,v′n}是V的另一组基底，那么类似可得T关于B′的矩阵表示为

[T ]B′,B′ =
[
[T (v′1)]B′ [T (v′2)]B′ . . . [T (v′n)]B′

]
.

那么这两个矩阵[T ]B,B与[T ]B′,B′满足怎样的关系？

要回答这个问题，我们需要引入以下重要概念：

Definition 5.19. 设A ∈ Mn×n, B ∈ Mn×n为两个n阶方阵。如果存在一个可逆矩

阵P ∈ Mn×n使得

B = P−1AP

(等价于A = PBP−1)，那么我们称A与B相似, A is similar to B, A and B are similar。

注意：关于相似性，我们有以下基本性质：

1. 任何A ∈ Mn×n都与它自己相似：只需取P = In为单位矩阵，则显然有A =

I−1n AIn。

2. 如果A与B相似，那么B与A相似：B = P−1AP ⇐⇒ A = PBP−1 =

(P−1)−1BP−1。

3. 如果A与B相似，B与C相似，那么A与C相似：若A与B相似，那么存在可逆

的P ∈ Mn×n使得B = P−1AP；若B与C相似，则存在可逆的Q ∈ Mn×n使

得C = Q−1BQ，由此可得

C = Q−1BQ = Q−1(P−1AP )Q = (Q−1P−1)A(PQ) = (PQ)−1A(PQ).
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4. 如果A与B相似，即B = P−1AP，那么对于任何多项式f(x) = a0+a1x+. . .+

amx
m，多项式矩阵f(A)与f(B)也相似：

f(B) = a0I + a1B + a2B
2 + . . .+ amB

m

= a0(P
−1IP ) + a1(P

−1AP ) + a2(P
−1AP )2 + . . .+ am(P

−1AP )m

= a0(P
−1IP ) + a1(P

−1AP ) + a2(P
−1A2P ) + . . .+ am(P

−1AmP )

= P−1(a0I + a1A+ a2A
2 + . . .+ amA

m)

= P−1f(A)P.

以下定理回答了我们之前提出的问题：对于V上的不同基底B与B′，同一个线

性算子T : V → V关于它们的矩阵表示[T ]B,B与[T ]B′,B′相似。

Theorem 5.20. 令V为n维向量空间，B与B′为V的两组基底，T : V → V为V上

的线性算子。那么[T ]B,B与[T ]B′,B′相似。更具体地说，令PB←B′为从基底B′到基

底B的转移矩阵(transition matrix)，那么有

[T ]B′,B′ = (PB←B′)−1[T ]B,BPB←B′ .

证明. 令I : V → V为V上的恒等算子，即I(v) = v对任何v ∈ V成立。那么显然有

T = I ◦ T ◦ I.

对于右边的恒等算子I : V → V，我们考虑它关于基底B′与基底B的矩阵表示[I]B,B′；

对于左边的恒等算子I : V → V，我们考虑它关于基底B与基底B′的矩阵表示[I]B′,B。

那么利用Theorem 5.15可得

[T ]B′,B′ = [I ◦ T ◦ I]B′,B′ = [I]B′,B[T ]B,B[I]B,B′ .

这个过程如下图所示：

v ∈ V v ∈ V T (v) ∈ V T (v) ∈ V

([v]B′) ([I]B,B′ [v]B′ = [v]B) (A[v]B = [T (v)]B) ([I]B′,B[T (v)]B = [T (v)]B′)

I

fB′

T

fB

I

fB fB′

TP TA TQ

这里P = [I]B,B′，A = [T ]B,B，Q = [I]B′,B。

现在我们只需证明[I]B,B′ = PB←B′以及[I]B′,B = (PB←B′)−1 = PB′←B即可。但显然，

根据[I]B,B′以及转移矩阵PB←B′的定义，令B = {v1, . . . ,vn}，令B′ = {v′1, . . . ,v′n}，
我们有

[I]B,B′ =
[
[I(v′1)]B [I(v′2)]B . . . [I(v′n)]B

]
=

[
[v′1]B [v′2]B . . . [v′n]B

]
= PB←B′ .

同理可证[I]B′,B = PB′←B = (PB←B′)−1。
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下面这个定理告诉我们，如果A与B相似，那么它们的很多性质都相同。

Theorem 5.21. 对于任何A,B ∈ Mn×n，如果A与B相似，那么

1. det(A) = det(B)；

2. rank(A) = rank(B)；

3. nullity(A) = nullity(B)；

4. tr(A) = tr(B)，即A与B有相同的迹。

以上指标因此也被称为相相相似似似不不不变变变量量量(the similarity invariants)。

证明. 因为A与B相似，那么存在可逆矩阵P使得B = P−1AP。显然此时有

det(B) = det(P−1AP ) = det(P−1) det(A) det(P ) = det(P )−1 det(P ) det(A) = det(A).

又因为P可逆，矩阵变换TP : Rn → Rn与TP−1 : Rn → Rn是同构，因此利用Theorem

5.17的证明技巧可得

rank(B) = rank(P−1AP ) = rank(TP−1 ◦ TA ◦ TP ) = rank(A),

利用rank–nullity theorem 5.5可得nullity(B) = nullity(A)。

从B = P−1AP推出tr(A) = tr(B)的过程较为繁琐，不在考试内容中，因此省略证

明步骤。但请大家记住这个结论。

例子：2022-2023年线性代数期末延期考试填空题
Let x, y be two real numbers. Suppose that A and B are similar, where

A =


1 0 0

0 0 1

0 1 x

 , B =


1 0 0

0 y 0

0 0 −1

 .

Then x =? , y =?

答案： 这道题考察的是相似不变量。已知A和B相似，那么它们必然有相同

的行列式：

det(A) = −1 = det(B) = −y,

由此可得y = 1。再利用相似矩阵有同样的迹，可得tr(A) = 1 + x = tr(B) =

1 + y + (−1) = y = 1，可得x = 0为所求。

一般来说，与相似矩阵相关的考试题会结合下一章我们要学习的特征值/特征

向量的相关知识一起考察。故在本节暂不提供更多例子。
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6 第六章：特征值与特征向量

本章对应英文教材的第五章。

矩阵的特征值(eignevalue)与特征向量(eigenvector)在数学与物理中的偏微分方程，

统计学中的主成分分析，计算机视觉中的人脸识别等众多领域都有广泛的应用，

因此本章节的内容将会在大学本科四年以及硕博期间的研究中频繁的用到。

6.1.特征值与特征向量, eigenvalue and eigenvector

Definition 6.1. 令A ∈ Mn×n为n阶方阵。我们称一个实数λ ∈ R是矩阵A的一个特征

值(eigenvalue)，如果存在一个非非非零零零的向量x ∈ Rn，x ̸= 0，使得

Ax = λx.

此时，我们称这样的x为关于λ的一个特征向量(eigenvector corresponding to λ)。

令TA : Rn → Rn为A对应的矩阵变换，我们有时也称λ为TA的特征值，x为TA的

特征向量。

例子： x =

[
1

2

]
是矩阵A =

[
3 0

8 −1

]
关于λ = 3的一个特征向量：

Ax =

[
3 0

8 −1

][
1

2

]
=

[
3

6

]
= 3

[
1

2

]
= 3x.

Theorem 6.2. λ ∈ R是A的一个特征值当且仅当det(λIn − A) = 0。

证明.

λ是A的特征值 ⇐⇒ 存在 x ∈ Rn,x ̸= 0, Ax = λx

⇐⇒ 存在 x ∈ Rn,x ̸= 0, (λIn − A)x = 0

⇐⇒ Ker(λIn − A) ̸= {0}

⇐⇒ λIn − A不可逆

⇐⇒ det(λIn − A) = 0.

Definition 6.3. 对于给定的矩阵A ∈ Mn×n，函数

p : λ ∈ R 7→ p(λ) = det(λIn − A) ∈ R

被称为A的特特特征征征多多多项项项式式式(characteristic polynomial)。方程p(λ) = det(λIn − A) = 0被

称为A的特特特征征征方方方程程程(characteristic equation)。
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Theorem 6.4. 对于n阶方阵A ∈ Mn×n，它的特征多项式p(λ) = λn+c1λ
n−1+. . .+cn，

这里c1, . . . , cn为实数。另外，λ ∈ R是A的一个特征值当且仅当p(λ) = 0，即λ是特

征多项式的一个实实实数数数根根根(root)。

证明. 对矩阵阶数n使用数学归纳法，可证明

p(λ) = det(λIn − A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ− a11 −a12 . . . −a1n

−a21 λ− a22 . . . −a2n
...

... . . . ...

−an1 −an2 . . . λ− ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= λn + c1λ

n−1 + . . .+ cn.

利用Theorem 6.2可轻松证明定理剩下的部分。

Remark 6.5. 考虑2阶方阵A =

[
a b

c d

]
。简单计算可得它的特征多项式为

p(λ) =

∣∣∣∣∣λ− a −b

−c λ− d

∣∣∣∣∣ = (λ− a)(λ− d)− bc = λ2 − (a+ d)λ+ (ad− bc).

因此此时p(λ) = λn + c1λ
n−1 + c2的系数分别为

c1 = −tr(A), c2 = det(A).

实际上，我们可以通过计算验证，对于任意A ∈ Mn×n，它特征多项式p(λ) = λn +

c1λ
n−1 + . . .+ cn中λn−1前面的系数c1满足

c1 = −tr(A),

常数项cn则满足

cn = (−1)n det(A).

Remark 6.6. 注意，我们目前要求A的特征值λ必须是个实数。因此，并非每个矩

阵A ∈ Mn×n都有实数特征值。比如矩阵

A =

[
0 −1

1 0

]

的特征多项式p(λ) = λ2 + 1，显然p(λ) = 0没有实数根(当然它有复数根，分别

为i与−i)。

例子：矩阵

A =


0 1 0

0 0 1

4 −17 8
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的特征多项式为

p(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
λ −1 0

0 λ −1

−4 −17 λ− 8

∣∣∣∣∣∣∣∣ = λ3 − 8λ2 + 17λ− 4.

求解特征方程p(λ) = λ3 − 8λ2 + 17λ− 4 = 0，我们得到

0 = p(λ) = λ3 − 8λ2 + 17λ− 4

= λ3 − 8λ2 + 16λ+ λ− 4

= λ(λ2 − 8λ+ 16) + λ− 4

= λ(λ− 4)2 + λ− 4

= (λ− 4)(λ(λ− 4) + 1)

= (λ− 4)(λ2 − 4λ+ 1)

因此方程的根，即A的特征值为

λ1 = 4, λ2 = 2 +
√
3, λ3 = 2−

√
3.

以下关于特征值与特征向量的一些基本性质容易证明，留作习题。

Theorem 6.7. 以下说法都成立：

1. 对于任何n阶方阵A ∈ Mn×n，它最多有n个不同的特征值。

2. 对于上三角矩阵A =


a11 ⋆ ⋆ . . . ⋆

0 a22 ⋆ . . . ⋆
...

...
... . . . ...

0 0 0 . . . ann

 它有特征值为对角线上的元
素a11, . . . , ann。该结论对下三角矩阵也成立。

3. 假设λ ∈ R为A的一个特征值，x ∈ Rn为A关于λ的一个特征向量，那么对于

任何多项式f(x) = a0 + a1x + . . . + amx
m，f(λ)是多项式矩阵f(A) = a0In +

a1A+ . . .+ amA
m的一个特征值，x为f(A)关于f(λ)的一个特征向量。

4. A可逆当且仅当λ = 0不是A的特征值。

5. 如果λ ∈ R为A的一个特征值，x ∈ Rn为A关于λ的一个特征向量，且A可

逆，那么对于任何多项式f(x) = a0 + a1x + . . . + amx
m，f( 1

λ
)是多项式矩

阵f(A−1) = a0In+a1A
−1+. . .+amA

−m的一个特征值，x为f(A−1)关于f( 1
λ
)的

一个特征向量。

例子：2017年南京大学数学系线性代数期中考试题
设A为2阶可逆方阵，λ1, λ2为A的两个整数特征值。已知矩阵B = A−2 − 6A−1的特
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征值为−5和7。求λ1, λ2。

答案：由以上定理Theorem 6.7可知，如果λ1, λ2为A的两个特征值，那么B = A−2−
6A−1的两个特征值分别为

1

λ2
1

− 6

λ1

,
1

λ2
2

− 6

λ2

.

现在已知B = A−2 − 6A−1的特征值为−5和7，因此解方程

1

λ2
1

− 6

λ1

= −5,
1

λ2
2

− 6

λ2

= 7

可知λ1需要满足

(5λ1 − 1)(λ1 − 1) = 0,

λ2需要满足

(7λ2 − 1)(λ2 + 1) = 0.

由于要求λ1, λ2均为整数，所以求得λ1 = 1, λ2 = −1。

在本节的最后，我们学习如何求得一个特征值对应的特征向量。

Theorem 6.8. 假设A ∈ Mn×n，λ为A的一个特征值。假设B = {v1, . . . ,vr}为Null(λIn−
A)的一组基底。那么任何一个A关于λ的特征向量x都可以表示为

x = k1v1 + . . .+ krvr

这里系数k1, . . . , kr不全为0。

证明. 显然我们有以下等价关系：

x是A关于 λ的特征向量 ⇐⇒ Ax = λx

⇐⇒ (λIn − A)x = 0

⇐⇒ x ∈ Null(λIn − A).

因此，如果B = {v1, . . . ,vr}为Null(λIn−A)的一组基底，那么x = k1v1+. . .+krvr。

因为特征向量不能为零向量，所以k1, . . . , kr不全为0。

Definition 6.9. 假设A ∈ Mn×n，λ为A的一个特征值。我们称Null(λIn − A)为A关

于λ的特特特征征征空空空间间间(the eigensapce of A corresponding to the eigenvalue λ)。

以下结果非常容易验证，但同时非常重要：

Theorem 6.10. 假设A ∈ Mn×n，λ1, λ2为A的两个不同的特征值。将Vλ1记为A关

于λ1的特征空间，将Vλ2记为A关于λ2的特征空间.那么有

Vλ1 ∩ Vλ2 = {0}.

特别地，我们有dim(Vλ1 + Vλ2) = dim(Vλ1) + dim(Vλ2)。
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证明. 令x ∈ Vλ1 ∩ Vλ2，那么由特征空间的定义可知

Ax = λ1x, Ax = λ2x

从而有

0 = Ax− Ax = λ1x− λ2x = (λ1 − λ2)x.

由于λ1 − λ2 ̸= 0，以上等式只有当x = 0时成立，从而有Vλ1 ∩ Vλ2 = {0}。利用维
数公式dim(V +W ) = dim(V ) + dim(W )− dim(V ∩W )可得等式dim(Vλ1 + Vλ2) =

dim(Vλ1) + dim(Vλ2)。

6.2.对角化, Diagonalization

在5.4节我们学习了一个很重要的概念：矩阵的相似。回顾Definition 5.19，对

于两个矩阵A,B ∈ Mn×n，我们称A与B相似，如果存在一个可逆矩阵P ∈ Mn×n使

得

B = P−1AP.

如果两个矩阵A,B是相似的，那么它们的很多性质是相同的，这些指标被叫做相

似不变量(similarity invariants)。在5.4节我们已经知道，矩阵的行列式，秩，零化

度，以及迹都是相似不变量。这里我们补充额外的几个相似不变量：

• 如果两个矩阵A,B是相似的，那么它们的特征多项式相同。具体来讲，令pA标

记A的特征多项式，令pB标记B的特征多项式，那么对任何λ ∈ R都有

pB(λ) = det(λIn −B) = det(λIn − P−1AP )

= det(P−1(λIn − A)P )

= det(P−1) det(λIn − A) det(P )

= det(P−1) det(P ) det(λIn − A)

= det(λIn − A) = pA(λ),

这里我们显然利用了事实det(P−1) = 1
det(P )

。

• 如果两个矩阵A,B是相似的，那么它们的特征值相同。这是因为特征值是特

征多项式的根。我们刚刚证明了对于相似的两个矩阵A和B，它们具有相同

的特征多项式，因此它们当然也有一样的特征值。

• 如果两个矩阵A,B是相似的，令λ ∈ R为A的一个特征值，那么我们已经知

道λ也是B的一个特征值。令Vλ标记A关于λ的特征空间，即Vλ = Null(λIn −
A)；令Wλ标记B关于λ的特征空间，即Wλ = Null(λIn −B)，那么我们有

dim(Vλ) = dim(Wλ).
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要证明这个结果，我们先假设S = {v1, . . . ,vr}是Vλ的一组基底(即dim(Vλ) =

r)，显然根据特征空间的定义，我们有Avj = λvj对任何j = 1, . . . , r都成立。

现在考虑集合M = {P−1v1, . . . , P
−1vr}。注意，对于任何j = 1, . . . , r我们都

有

B(P−1vj) = (P−1AP )P−1vj = P−1A(PP−1vj) = P−1(Avj) = P−1(λvj) = λ(P−1vj).

这当然意味着集合M = {P−1v1, . . . , P
−1vr} ⊂ Wλ属于B关于λ的特征空间Wλ。

由于P−1是个可逆矩阵，它所对应的矩阵变换TP−1 : Rn → Rn是一个同构，

因此利用Theorem 5.16我们可得集合M = {P−1v1, . . . , P
−1vr}仍是一个线性

无关结合。那么M = {P−1v1, . . . , P
−1vr} ⊂ Wλ则意味着Wλ的基底个数不小

于M里包含的元素个数r(见Theorem 4.16)，即dim(Wλ) ≥ r = dim(Vλ)。

类似的，我们假设S ′ = {w1, . . . ,wk}是Wλ的一组基底，那么利用关系A =

PBP−1，重复以上分析，我们可以证明集合M ′ = {Pw1, . . . , Pwk} ⊂ Vλ是A关

于λ的特征空间Vλ的线性无关子集，从而有dim(Vλ) = r ≥ k = dim(Wλ)。综

上，我们得到dim(Vλ) = dim(Wλ)。

我们将上面的讨论结果总结为以下定理。

Theorem 6.11. 假设两个矩阵A,B ∈ Mn×n相似。那么它们具有相同的特特特征征征多多多项项项

式式式，相同的特特特征征征值值值，并且对任何共同的特征值λ ∈ R，它们对应的特特特征征征空空空间间间的的的维维维
数数数(eigenspace dimension)也相同。此外，如果{v1, . . . ,vr}是A关于λ的特征空间Vλ的

一组基底，那么{P−1v1, . . . , P
−1vr}是B关于λ的特征空间Wλ的一组基底。反之，

如果{w1, . . . ,wr}是B关于λ的特征空间Wλ的一组基底，那么{Pw1, . . . , Pwr}是A关

于λ的特征空间Vλ的一组基底。特别地，如果x是A关于λ的一个特征向量，那么P−1x是B关

于λ的一个特征向量；如果y是B关于λ的一个特征向量，那么Py是A关于λ的一个

特征向量。

注意：一般来说对于相似的矩阵A和B，它们对于共同的特征值λ的特征向量

未必相同：它们之间的差异在于要左乘矩阵P−1或矩阵P，如果P ̸= In，那么它

们就可能不一样，比如对于矩阵A =

[
1 1

−2 4

]
与矩阵B =

[
2 0

0 3

]
，可以证明它们

是相似的(见下方讨论)，且特征值都为2和3；另一方面也容易验证向量

[
1

1

]
是A关

于2的特征向量，但不是B关于2的特征向量。

我们特别关心一个给定的矩阵A是否可以跟一个对角矩阵(diagonal matrix)相
似。

169



Definition 6.12. 对于一个A ∈ Mn×n，如果存在一个对对对角角角矩矩矩阵阵阵D ∈ Mn×n使得A与D相

似，即

D = P−1AP

对某个可逆矩阵P ∈ Mn×n成立，那么我们称矩阵A可可可对对对角角角化化化(diagonalizable)。

例子： 对于上一个例子中出现的矩阵A =

[
1 1

−2 4

]
，我们可以验证，令P =[

1 1

1 2

]
，我们有P−1AP = B =

[
2 0

0 3

]
，因此A与对角矩阵B相似，即这个矩阵A可

对角化。

如果一个矩阵A可以被对角化，那么很多与A有关的计算会变得简单很多。比

如对于上面的矩阵A =

[
1 1

−2 4

]
，要求A2023，我们只需利用相似关系B = P−1AP =

B得到

B2023 = (P−1AP )2023 = P−1A2023P

即A2023 = PB2023P−1。显然由于B =

[
2 0

0 3

]
为对角矩阵，它的高次幂计算非常简

单：B2023 =

[
22023 0

0 32023

]
。现在只需计算PB2023P−1即可得到A2023。

我们接下来最重要的任务是

• 判断一个给定的A ∈ Mn×n都否可以对角化；

• 如果可以对角化，如何求出可逆矩阵P与对角矩阵D使得D = P−1AP。

我们首先回答第一个问题。以下定理给出了一个方阵是否能够对角化的充分

必要条件。

Theorem 6.13. 对于任何n阶方阵A ∈ Mn×n，以下说法等价：

1. A可对角化；

2. A具有n个线性无关的特征向量，即存在一组Rn的基底B，它里面的向量全

部是A的特征向量。

证明. • 假设A ∈ Mn×n可被对角化，即存在可逆矩阵P ∈ Mn×n，对角矩阵D，

使得

D = P−1AP ⇐⇒ AP = PD.
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这里我们将P记为P =
[
c1 . . . cn

]
，即c1, . . . , cn为P的列向量；将对角矩

阵D记为D =



λ1 0 0 . . . 0

0 λ2 0 . . . 0

0 0 λ3 . . . 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 . . . λn


。基本的矩阵乘法运算告诉我们

AP =
[
Ac1 Ac2 . . . Acn

]
PD =

[
λ1c1 λ2c2 . . . λncn

]
.

因此等式AP = PD意味着

Ac1 = λ1c1, Ac2 = λ2c2, . . . , Acn = λncn,

即cj是A关于λj的一个特征向量(j = 1, . . . , n)。又由于P为可逆矩阵，它的

列向量c1, . . . , cn线性无关，因此集合B = {c1, . . . , cn}完全由A的特征向量组

成，且它是Rn的一组基底。

• 假设B = {c1, . . . , cn}是Rn的一组基底，且它们全都是A的特征向量，即存

在λj，j = 1, . . . , n使得

Acj = λjcj.

那么只需令P =
[
c1 . . . cn

]
，令D =



λ1 0 0 . . . 0

0 λ2 0 . . . 0

0 0 λ3 . . . 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 . . . λn


，那么通过之

前步骤的计算，容易验证AP = PD成立。由于rank(P ) = n，可知P可逆，

因此等式AP = PD可以写成D = P−1AP，即A可对角化。

下面我们证明来自A的不同特征值的特征向量组成的集合线性无关。

Theorem 6.14. 假设λ1, . . . , λk为A的特征值且它们各各各不不不相相相等等等(英英英文文文：：： they are dis-
tinct)。那么以下说法成立。

1. 若vj是A关于λj，j = 1, . . . , k的一个特征向量，那么它们所组成的集合S =

{v1, . . . ,vk}线性无关。
2. 令Vλj

= Null(λjIn−A)为A关于λj的特征空间，j = 1, . . . , k，且{xλj

1 , . . . ,x
λj

dj
}为Vλj

的

一组基底，j = 1, . . . , k，dj为Vλj
的维数，那么它们所组成的集合

B = {xλj

1 , . . . ,x
λj

dj
: j = 1, . . . , k}
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为线性无关集合。

证明. 该证明不要求一定要掌握，但请务必记住定理内容。

1. 已知vj是A关于λj，j = 1, . . . , k的一个特征向量。假设r为使得{v1, . . . ,vr}线
性无关的最大整数。由于v1是A的一个特征向量，根据定义它不为零向量，

因此r ≥ 1。我们要证明r = k成立。利用反证法，我们假设r < k，即{v1, . . . ,vr}线
性无关，但是{v1, . . . ,vr,vr+1}线性相关(注意由于假设r < k，所以r + 1 ≤
k)。后者意味着存在不全为0的系数c1, . . . , cr+1使得

c1v1 + . . .+ cr+1vr+1 = 0.

等式两边同时左乘矩阵A，我们得到

A(c1v1 + . . .+ cr+1vr+1) = A0 = 0,

另一方面，由假设我们知道Av1 = λ1v1, . . . , Avr+1 = λj+1vr+1，因此以上等

式实际上可以写为

c1λ1v1 + . . .+ cr+1λr+1vr+1 = 0.

现在将等式c1v1 + . . .+ cr+1vr+1 = 0两边同时乘以实数λr+1，可得

c1λr+1v1 + . . .+ cr+1λr+1vr+1 = 0.

将以上两个蓝色标记的等式相减，我们得到：

0 = c1λ1v1 + . . .+ cr+1λr+1vr+1 − (c1λr+1v1 + . . .+ cr+1λr+1vr+1)

= c1(λr+1 − λ1)v1 + c2(λr+1 − λ2)v2 + . . .+ cr(λr+1 − λr)vr.

由我们对r的假设，v1, . . . ,vr线性无关，因此以上等式成立的必要条件是c1(λr+1−
λ1) = c2(λr+1−λ2) = . . . = cr(λr+1−λr) = 0。又因为λr+1−λ1 ̸= 0, . . . , λr+1−
λr ̸= 0，以上等式成立的必要条件变成了c1 = c2 = . . . = cr = 0。因

此，等式c1v1 + . . . + cr+1vr+1 = 0实际上化简为cr+1vr+1 = 0。然而，因

为vr+1 ̸= 0(它是一个特征向量，故不能为零向量)，cr+1 = 0必须成立。这意

味着c1v1 + . . . + cr+1vr+1 = 0只有当c1 = . . . = cr+1 = 0时才能成立，这与存

在不全为0的c1, . . . , cr+1使得c1v1 + . . .+ cr+1vr+1 = 0成立矛盾。因此r = k必

须成立，即 S = {v1, . . . ,vk}线性无关。
2. 已知{xλj

1 , . . . ,x
λj

dj
}为Vλj

的一组基底，j = 1, . . . , k，dj为Vλj
的维数。考虑等

式

(c11x
λ1
1 + . . .+ c1d1x

λ1
d1
) + . . .+ (ck1x

λk
1 + . . .+ ckdkx

λk
dk
) = 0.
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显然，令v1 = c11x
λ1
1 + . . . + c1d1x

λ1
d1
, . . . ,vk = ck1x

λk
1 + . . . + ckdkx

λk
dk
，以上等式

可以写为

v1 + . . .+ vk = 0

并且v1 ∈ Vλ1 , . . . ,vk ∈ Vλk
。假设存在若干个指标j1, . . . , jr(它们的取值范围

为1, . . . , k)使得vj1 ̸= 0, . . . ,vjr ̸= 0，且对于所有j ∈ {1, . . . , k} \ {j1, . . . , jr}，
有vj = 0。此时等式v1 + . . .+ vk = 0可以写为

vj1 + . . .+ vjr = 0.

然而，对于不为零向量的vj1 , . . . ,vjr，它们显然都是A的特征向量，我们刚刚

证明了它们所组成的集合是线性无关的，这意味着vj1 + . . .+ vjr = 0不能成

立，矛盾！因此v1+. . .+vk = 0成立只有当v1 = . . . = vk = 0。现在代入vj =

cj1x
λj

1 + . . .+ cjdjx
λj

dj
，利用x

λj

1 , . . . ,x
λj

dj
的线性无关性质(它们是Vλj

的基底)，可

得cj1 = . . . = cjdj = 0对任何j = 1, . . . , k成立。综上，B = {xλj

1 , . . . ,x
λj

dj
: j =

1, . . . , k}线性无关。

作为直接推论，我们得到矩阵可对角化的一个充分条件(sufficient condition)。

Theorem 6.15. 如果A ∈ Mn×n拥有n个不同的特征值，那么A可对角化。

证明. 假设A的特征值为λ1, . . . , λn且它们各不相等，令x1, . . . ,xn分别为λ1, . . . , λn对

应的特征向量。由Theorem 6.14可知{x1, . . . ,xn} ⊂ Rn线性无关，因此它们构成Rn的

一组基底。利用Theorem 6.13我们得到A可对角化。

注意： A具有n个不同的特征值只是A可对角化的充分而非必要条件。比如

矩阵A =


0 0 −2

1 2 1

1 0 3

的特征多项式为p(λ) = (λ − 2)2(λ − 1)，仅此它作为3阶方

阵只拥有两个不同的特征值2与1。但是A可以对角化：可以计算出它关于2的特征

空间的一组基底为v1 = (−1, 0, 1)与v2 = (0, 1, 0)，关于1的特征空间的一组基底

为v3 = (−2, 1, 1)，且容易验证v1,v2,v3线性无关。因此A可对角化。

以上观察实际上暗示给我们当矩阵A ∈ Mn×n不具有n个不同的特征值时，一

个判断它是否可对角化的标准。我们首先引入以下定义。
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Definition 6.16. 令A ∈ Mn×n。假设a ∈ R是A的一个特征值，即对于A的特征多项

式p(λ)而言，有p(a) = 0。那么我们知道p(λ)可以被写为

p(λ) = (λ− a)cq(λ),

这里c为正整数，q(λ)为另一个多项式且它的最高次幂为n− c，并且q(a) ̸= 0。令

d = dim(Va) = dim(Null(aIn − A)),

即d为A关于a的特征空间Va的维数。那么我们称c为A关于特征值a的代数重数(algebraic

multiplicity)，称d为为A关于特征值a的几何重数(geometric multiplicity)。

注意： 假设A全部的特征值为λ1, . . . , λk且它们互不相等。令Vλ1 , . . . , Vλk
为它

们各自的特征空间，令d1, . . . , dk为它们各自的几何重数。由Theorem 6.10我们知

道，对于λi ̸= λj，我们必然有Vλi
∩ Vλj

= {0}，因此多次利用维数公式dim(V +

W ) = dim(V ) + dim(W )− dim(V ∩W )，容易推导出

dim(Vλ1 + . . .+ Vλk
) = dim(Vλ1) + . . .+ dim(Vλk

) = d1 + . . .+ dk.

显然，由于Vλ1 + . . .+ Vλk
⊂ Rn，我们一直都有

d1 + . . .+ dk ≤ n.

但是d1 + . . .+ dk = n未必对任何矩阵A都成立。如以下例子所示：

例子： 对于A =


1 0 0

1 2 0

−3 5 2

，可计算得到它的特征多项式为 p(λ) = (λ −

2)2(λ− 1)。令λ1 = 2，λ2 = 1为它的两个特征值，由于

λ1I3 − A = 2I3 − A =


0 0 0

−1 −1 0

3 −5 −1


的秩为2，可得d1 = dim(Null(λ1I3 − A)) = nullity(λ1I3 − A) = 3− 2 = 1；由于

λ2I3 − A = I3 − A =


1 0 0

−1 0 0

3 −5 0


的秩为2，可得d2 = dim(Null(λ2I3 − A)) = nullity(λ2I3 − A) = 3 − 2 = 1。因此

此时有d1 + d2 = 1 + 1 = 2 < 3。注意，此时λ1 = 2的代数重数为c1 = 2，我们也

有1 = d1 < c1 = 2，即它的几何重数小于它的代数重数。

以下定理的证明不要求掌握因此省略，但内容非常重要请务必记住！
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Theorem 6.17. 对于任何一个n阶方阵A ∈ Mn×n而言，我们有

1. 对于A的任何一个特征值，它的几何重数都不会大于它的代数重数。

2. A可对角化当且仅当A的特征多项式p(λ)的所有根都是实数，并且它所有特

征值的几何重数等于代数重数。

综上，我们得到了如何判断一个矩阵A ∈ Mn×n是否可对角化的标准，以及在

它可对角化的情形下，将其对角化的计算过程。总结如下：

1. 计算A的特征多项式p(λ) = det(λIn − A)，并求解特征方程p(λ) = 0。如果该

方程存在不属于实数的解，那么A不能被对角化，停止；否则进入下方第二

步。

2. 现在已知p(λ) = 0的所有根均为实数，假设其为λ1, . . . , λk，且它们互不相等，

那么此时我们知道p(λ)可被表示为

p(λ) = (λ− λ1)
c1(λ− λ2)

c2 . . . (λ− λk)
ck .

这里cj对应特征值λj的代数重数，j = 1, . . . , k。将其记录下来。

接下来依次计算λ1, . . . , λk的几何重数d1, . . . , dk，即依次求出

Null(λ1In − A), . . . ,Null(λkIn − A)

的维数。如果出现了某个j使得dj < cj，那么A不可对角化，停止；否则进入

下方第三步。

3. 通过第二步，现在的情况是所有特征值的代数重数与几何重数都相等，即A可

以对角化，即存在一个对角矩阵D与一个可逆矩阵P使得D = P−1AP。由Theorem

6.13的证明过程与Theorem 6.14可知，如果A关于λj的特征空间Vλj
的一组基

底为{xλj

1 , . . . ,x
λj

dj
}，那么令P的列向量表示为：

P =
[
xλ1
1 . . . xλ1

d1
xλ2
1 . . . xλ2

d2
. . . xλk

1 . . . x
λj

dj

]
那么我们有

D = P−1AP,

此时D = diag(λ1, . . . , λ1︸ ︷︷ ︸
d1个

, λ2, . . . , λ2︸ ︷︷ ︸
d2个

, . . . , λk, . . . , λk)︸ ︷︷ ︸
dk个

。因此，在这一步里我们

要做的是分别求出A关于λj的特征空间Vλj
的一组基底{xλj

1 , . . . ,x
λj

dj
}，j = 1, . . . , k，

将其作为列向量拼成矩阵P，并写出对角矩阵D。
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我们现在以矩阵A =


0 0 −2

1 2 1

1 0 3

为例，判断它是否可对角化，并且在可以对
角化的情况下，求出可逆矩阵P和对角矩阵D使得D = P−1AP。

1. 我们首先计算A的特征多项式

p(λ) = det(λI3 − A) = det

(
λ 0 2

−1 λ− 2 −1

−1 0 λ− 3

)
= (λ− 2)(λ2 − 3λ+ 2)

= (λ− 2)2(λ− 1).

求解特征方程p(λ) = (λ−2)2(λ−1) = 0可得特征多项式的根为λ1 = 2, λ2−1；

特别地，特征方程的所有解均为实数。因此我们进入下一个步骤。

2. 从第一步的计算中我们已知λ1 = 2的代数重数为c1 = 2，λ2 = 1的代数重数

为c2 = 1。现在我们计算它们的几何重数。首先对于λ1 = 2，有

λ1I3 − A = 2I3 − A =


2 0 2

−1 0 −1

−1 0 −1

 .

我们求出它的简化阶梯型为 
1 0 1

0 0 0

0 0 0

 ,

显然可以得到rank(λ1I3 − A) = 1，从而可以推出λ1 = 2的特征空间的维数

为dim(Null(λ1I3 −A)) = nullity(λ1I3 −A) = 3− rank(λ1I3 −A) = 3− 1 = 2，

即它的几何重数d1 = 2 = c1。

对于λ2 = 1，由于它的代数重数c2 = 1，且有它的几何重数1 ≤ d2 ≤ c2 = 1，

因此必然有c2 = d2 = 1。

因此，λ1的代数重数与几何重数相同，λ2的代数重数与几何重数也相同，我

们可以断定A可以对角化。因此转入下一步。

3. 我们现在来求特征空间Vλ1 = Null(λ1I3 − A)和Vλ2 = Null(λ2I3 − A)的一组基

底。对于λ1 = 2，我们已经在上一步中得到λ1I3 − A的阶梯型为
1 0 1

0 0 0

0 0 0

 ,
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利用高斯消元法容易求得它解空间的通解为

s =


−t

r

t

 = t


−1

0

1

+ r


0

1

0

 ,

因此我们得到Vλ1的一组基底为xλ1
1 =


−1

0

1

，xλ1
2 =


0

1

0

。
对于λ2 = 1，有

λ2I3 − A = I3 − A =


1 0 2

−1 −1 −1

−1 0 −2

 .

我们求出它的简化阶梯型为 
1 0 2

0 1 −1

0 0 0

 ,

因此高斯消元法告诉我们其通解为s = t


−2

1

1

，即xλ2
1 =


−2

1

1

是特征空
间Vλ2的一组基底。因此，矩阵

P =
[
xλ1
1 xλ1

2 xλ2
1

]
=


−1 0 −2

0 1 1

1 0 1


以及对角矩阵

D =


2 0 0

0 2 0

0 0 1


满足D = P−1AP。

7 第七章：内积，正交矩阵与二次型

7.1.正交矩阵与正交对角化, Orthogonal Matrices and Orthogonal Diagonalization

本节对应英文教材的7.1节与7.2节。

177



首先我们给出正交矩阵的定义。

Definition 7.1. 我们称A ∈ Mn×n为一个正正正交交交矩矩矩阵阵阵(orthogonal matrix)，如果它满足

A⊤A = AA⊤ = In,

即A−1 = A⊤。

比如对于任何θ ∈ [0, 2π]，矩阵

A =

[
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

]
是一个正交矩阵，因为容易验证A⊤A = I2(注意矩阵A实现平面上逆时针旋转θ度

的线性变换)。

Definition 7.2. • 我们称S = {v1, . . . ,vr}为Rn里的一个正正正交交交集集集合合合(orthogonal set)，
如果对于任何i ̸= j, i, j ∈ {1, . . . , r}，都有

vi · vj = 0,

即S里不同的vi与vj互相正交。

• 我们称S = {v1, . . . ,vr}为Rn里的一个正正正交交交规规规范范范集集集合合合(orthogonal normal set)，
如果S是一个正交集合且对任何vi ∈ S, i = 1, . . . , r，都有∥vi∥= 1(这里∥vi∥指
欧式范数)。

• 如果S = {v1, . . . ,vn}是Rn的一个正正正交交交集集集合合合且同时为Rn的一组基基基底底底，那么我

们称S是Rn的一组正正正交交交基基基底底底(orthogonal basis)。
• 如果S = {v1, . . . ,vn}是Rn的一个正正正交交交规规规范范范集集集合合合且同时为Rn的一组基基基底底底，那

么我们称S是Rn的一组标标标准准准/规规规范范范正正正交交交基基基底底底(orthonormal basis)。

实际上，任何一个不包含零向量正交集合S都是线性无关集合。因此如果一

个Rn里的正交集合S = {v1, . . . ,vn}包含n个非零向量，那么它必然是Rn的一组正

交基底。如果一个Rn里的正交规范集合S = {v1, . . . ,vn}包含n个向量，那么它必

然是Rn的一组标准正交基底。

Theorem 7.3. 如果S = {v1, . . . ,vr} ⊂ Rn是一个正交集合且vi ̸= 0对所有i =

1, . . . , r成立，那么S是一个线性无关集合。

证明. 考虑等式k1v1 + . . .+ krvr = 0，对任何i = 1, . . . , r，利用向量彼此之间的正

交性质，即vi · vj = 0对任何j ̸= i成立，可得

0 = 0 · vi = (k1v1 + . . .+ krvr) · vi

= k1(v1 · vi) + . . .+ kr(vr · vi)

= ki(vi · vi) = ki∥vi∥2,
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因此等式k1v1 + . . . + krvr = 0如果成立，那么对任何i = 1, . . . , r都有ki∥vi∥2= 0。

由于已经假设vi ̸= 0，我们有∥vi∥2> 0，因此只能有ki = 0对任何i = 1, . . . , r成立。

Theorem 7.4. 对于A ∈ Mn×n，以下说法等价：

• A为正交矩阵，即A⊤A = AA⊤ = In；

• A的n个行向量构成Rn的一个标标标准准准正正正交交交基基基底底底。

• A的n个列向量构成Rn的一个标标标准准准正正正交交交基基基底底底。

• A是一个正交矩阵当且仅当对任何x ∈ Rn，有∥Ax∥= ∥x∥，这里∥x∥是x的欧

式范数。

• A是一个正交矩阵当且仅当对任何x,y ∈ Rn，有Ax · Ay = x · y。

证明. 将A的行向量表示记为

A =


r1

r2
...

rn

 ,

每个ri为1× n-行向量。由矩阵乘法定义，显然有

AA⊤ =


r1 · r1 r1 · r2 . . . r1 · rn

...
...

...
...

rn · r1 rn · r2 . . . rn · rn

 .

显然，AA⊤ = In当且仅当

ri · rj =

0,如果i ̸= j

1,如果i = j

并且后者实际上意味着A的n个行向量S = {r1, . . . , rn}构成一个Rn里的正交规范

集合，那么利用之前证明的Theorem 7.3，可知实际上此时S = {r1, . . . , rn}是Rn的

一组标准正交基底。类似可证A为正交矩阵当且仅当它的n个列向量c1, . . . , cn组

成Rn的一组标准正交基底。

现在我们证明最后两个等价关系。我们证明的过程为先证明“A是一个正交矩阵”能

够推出对任何x ∈ Rn，有∥Ax∥= ∥x∥，再证明∥Ax∥= ∥x∥对一切x ∈ Rn成立意味

着对任何x,y ∈ Rn，有Ax · Ay = x · y，最后证明如果Ax · Ay = x · y对任
何x,y ∈ Rn成立，那么A必然是一个正交矩阵。

如果A是正交矩阵，那么由于A⊤A = In，我们有

∥Ax∥2= Ax · Ax = (Ax)⊤(Ax) = x⊤(A⊤A)x = x⊤Inx = ∥x∥2,
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从而得到∥Ax∥= ∥x∥。
现在假设对任何x ∈ Rn，有∥Ax∥= ∥x∥，那么利用平行四边形等式，见讲义Theorem

3.11，英文教材Theorem 3.2.7，我们有

Ax · Ay =
1

4
∥Ax+ Ay∥2−1

4
∥Ax− Ay∥2

=
1

4
∥A(x+ y)∥2︸ ︷︷ ︸

=∥x−y∥2

−1

4
∥A(x− y)∥2︸ ︷︷ ︸

=∥x−y∥2

=
1

4
∥x+ y∥2−1

4
∥x− y∥2

= x · y.

如果Ax · Ay = x · y对任何x,y ∈ Rn成立，那么

Ax · Ay = (Ax)⊤(Ay) = x⊤(A⊤A)y = x · y = x⊤Inx,

也即x⊤(A⊤A)y = x⊤Inx对任何x,y ∈ Rn成立。我们用(A⊤A)ij指代A⊤A第i行

第j列上的项，(In)ij指代In第i行第j列上的项，那么选取x = ei，y = ej为Rn的

标准单位向量，容易验证

e⊤i (A
⊤A)ej = (A⊤A)ij, e⊤i (In)ej = (In)ij

因此等式x⊤(A⊤A)y = x⊤Inx对任何x,y ∈ Rn成立实际上给出了(A⊤A)ij = (In)ij对

任何i, j = 1, . . . , n都成立，也即A⊤A = In成立。

利用正交矩阵的定义，我们容易证明

Theorem 7.5. 对于A,B ∈ Mn×n：

1. 如果A为正交矩阵，那么它可逆且A−1也是一个正交矩阵。

2. 如果A,B都是正交矩阵，那么AB也是正交矩阵。

3. 如果A是一个正交矩阵，那么det(A) = 1或者det(A) = −1。

证明. 1. A是一个正交矩阵意味着A−1 = A⊤，因此利用(A−1)⊤ = (A⊤)−1我们

得到

(A−1)⊤A−1 = ( A⊤︸︷︷︸
=A−1

)−1A−1 = (A−1)−1A−1 = AA−1 = In,

即A−1也是正交矩阵。

2. 如果A,B都是正交矩阵，那么A⊤A = A⊤A = In, B
⊤B = BB⊤ = In，因此

(AB)⊤AB = (B⊤A⊤)AB = B⊤(A⊤A)B = B⊤InB = B⊤B = In,

因此AB也为正交矩阵。
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3. 如果A是一个正交矩阵，那么A−1 = A⊤，因此

1 = det(In) = det(AA−1) = det(A) det(A−1) = det(A) det(A⊤) = det(A)2,

因此det(A) = 1或−1。

下面的定理告诉我们在向量的坐标表示中选取标准正交基底的好处。

Theorem 7.6. 令S = {v1, . . . ,vn} ⊂ Rn为Rn的一组标准正交基底。假设x ∈ Rn,y ∈
Rn，它们关于S的坐标向量为

(x)S = (u1, . . . , un) (x = u1v1 + . . .+ unvn),

(y)S = (v1, . . . , vn) (y = v1v1 + . . .+ vnvn).

那么我们有

• ∥x∥2= u2
1 + . . .+ u2

n。

• d(x,y)2 = ∥x− y∥2= (u1 − v1)
2 + . . .+ (un − vn)

2。

• x · y = u1v1 + . . .+ unvn。

证明. • 由于∥x∥2= x · x = (u1v1 + . . .+ unvn) · (u1v1 + . . .+ unvn)，利用

vi · vj =

0,如果i ̸= j

1,如果i = j

容易验证

(u1v1 + . . .+ unvn) · (u1v1 + . . .+ unvn) = u2
1 + . . .+ u2

n.

类似可证明d(x,y)2 = ∥x − y∥2= (u1 − v1)
2 + . . . + (un − vn)

2与x · y =

u1v1 + . . .+ unvn。

以下定理告诉我们，两个标准正交基底之间的转移矩阵(transition matrix)是正

交矩阵。

Theorem 7.7. 设S与S ′是Rn的两个标标标准准准正正正交交交基基基底底底。那么PS←S′和PS′←S都是正正正交交交矩矩矩

阵阵阵。
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证明. 根据Theorem 7.4，要证明PS←S′是一个正交矩阵，只需证明对任何x ∈ Rn，

都有∥PS←S′x∥= ∥x∥。
注意，对任何u ∈ Rn，假设[u]S = (u1, . . . , un)， [u]S′ = (u′1, . . . , u

′
n)，那么因

为S和S ′都是标准正交基底，由之前证明的定理可知，此时有

∥u∥2= ∥[u]S∥2= u2
1 + . . .+ u2

n, ∥u∥2= ∥[u]S′∥2= (u′1)
2 + . . .+ (u′n)

2,

特别地，我们有∥[u]S∥2= ∥[u]S′∥2= ∥u∥2。
另一方面，由于[u]S = PS←S′ [u]S′，我们还得到

∥[u]S∥= ∥PS←S′ [u]S′∥.

综上，我们得到

∥[u]S∥= ∥[u]S′∥= ∥PS←S′ [u]S′∥,

对任何u ∈ Rn成立。特别地，对于任何x ∈ Rn，令u ∈ Rn满足[u]S′ = x，以上分

析告诉我们

∥x∥= ∥[u]S′∥= ∥PS←S′ [u]S′∥= ∥PS←S′x∥,

因此得证。

现在我们引入一个很重要的概念：正交对角化(Orthogonal Diagonalization)。

Definition 7.8. 对于A,B ∈ Mn×n，我们称A与B正正正交交交相相相似似似(orthogonally similar)，如
果存在一个正交矩阵P ∈ Mn×n使得

P⊤AP = B.

如果存在一个对对对角角角矩矩矩阵阵阵D使得A与D正交相似，那么我们称矩阵A可以正正正交交交对对对角角角

化化化(orthogonally diagonalizable)。

下面的定理告诉我们一个非常有趣的结果：一个矩阵可以正交对角化当且仅

当它是一个对称矩阵(symmetric matrix)。回顾：一个方阵A ∈ Mn×n是对称的，如

果它的转置等于它自己：A⊤ = A。

Theorem 7.9. 对于A ∈ Mn×n，以下说法等价：

1. A可以正交对角化。

2. 可以找到A的n个特征向量使其构成Rn的一组标准正交基底。

3. A⊤ = A，即A是一个对称矩阵。
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证明. “A可以正交对角化” ⇒ “可以找到A的n个特征向量使其构成Rn的一组标准

正交基底”：如果A可以被正交对角化，那么存在一个正交矩阵P与一个对角矩

阵D使得

D = P⊤AP.

从Theorem 6.13的证明过程中我们知道P的n个列向量都是A的特征向量，而由Theorem

7.4我们知道P作为正交矩阵，它的n个列向量为Rn的一组标准正交基底。因此该

方向得证。

“可以找到A的n个特征向量使其构成Rn的一组标准正交基底” ⇒ “A可以正交对

角化”：令c1, . . . , cn为A的特征向量且构成Rn的一组标准正交基底。那么Theorem

6.13的证明可知以c1, . . . , cn作为列向量的矩阵P =
[
c1 . . .b c cn

]
满足

P−1AP = D,

这里D为对角矩阵，对角线上的元素均为A的特征值。那么再次利用Theorem 7.4我

们知道这样的P必然为正交矩阵，因此P−1 = P⊤，从而得到

P⊤AP = D,

即A可被正交对角化。因此该方向得证。

“A可以正交对角化” ⇒ “A⊤ = A”：由于A可以正交对角化，存在正交矩阵P和对

角矩阵D使得

P⊤AP = D,

从而得到A = PDP⊤ (这里注意由于P是正交矩阵，我们有P⊤P = PP⊤ = In)。因

此可得

A⊤ = (PDP⊤)⊤ = (P⊤)⊤D⊤P⊤ = PDP⊤,

因为对于对角矩阵D总有D⊤ = D成立。

“A⊤ = A” ⇒ “A可以正交对角化”：该证明目前不要求掌握。

尽管我们暂时不提供“A⊤ = A” ⇒ “A可以正交对角化”的证明，我们还是可以

证明以下事实：

Theorem 7.10. 令A ∈ Mn×n为一个对称矩阵。那么如果λ, µ是A的两个不同的特征

值，那么对任何u ∈ Null(λIn − A)，任何v ∈ Null(µIn − A)，必然有u · v = 0，即

对对对称称称矩矩矩阵阵阵不不不同同同特特特征征征空空空间间间必必必然然然相相相互互互正正正交交交。

证明. 令u ∈ Null(λIn−A)，令v ∈ Null(µIn−A)，那么由于A是对称矩阵，即A⊤ =

A，我们有

Au · v = (Au)⊤v = u⊤A⊤v = u⊤(A⊤v) = u · A⊤v =︸︷︷︸
A⊤=A

u · Av.
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由于Au = λu, Av = µv，又有

Au · v = λu · v, u · Av = µu · v.

综上，我们最终得到

Au · v = u · Av ⇒ λu · v = µu · v ⇒ (λ− µ)u · v = 0.

因为λ ̸= µ，以上等式成立必然要求u · v = 0。

给定一个对称矩阵A ∈ Mn×n，我们现在考虑如何将其正交对角化。回忆我们

在第6.2节中提到的将矩阵对角化的过程：

1. 计算A的特征多项式p(λ) = det(λIn − A)，并求解特征方程p(λ) = 0。如果该

方程存在不属于实数的解，那么A不能被对角化，停止；否则进入下方第二

步。

对于对称矩阵A，我们已知它必然可以被对角化，因此要对角化对称矩阵A，

我们必然会进入第二步。

2. 现在已知p(λ) = 0的所有根均为实数，假设其为λ1, . . . , λk，且它们互不相等，

那么此时我们知道p(λ)可被表示为

p(λ) = (λ− λ1)
c1(λ− λ2)

c2 . . . (λ− λk)
ck .

这里cj对应特征值λj的代数重数，j = 1, . . . , k。将其记录下来。

接下来依次计算λ1, . . . , λk的几何重数d1, . . . , dk，即依次求出

Null(λ1In − A), . . . ,Null(λkIn − A)

的维数。如果出现了某个j使得dj < cj，那么A不可对角化，停止；否则进入

下方第三步。

对于对称矩阵A，我们已知它必然可以被对角化，因此它的所有特征值的代

数重数与几何重数必然相等，即对于对称矩阵A，我们必然会进入第三步。

3. 通过第二步，现在的情况是所有特征值的代数重数与几何重数都相等，即A可

以对角化，即存在一个对角矩阵D与一个可逆矩阵P使得D = P−1AP。由Theorem

6.13的证明过程与Theorem 6.14可知，如果A关于λj的特征空间Vλj
的一组基

底为{xλj

1 , . . . ,x
λj

dj
}，那么令P的列向量表示为：

P =
[
xλ1
1 . . . xλ1

d1
xλ2
1 . . . xλ2

d2
. . . xλk

1 . . . x
λj

dj

]
那么我们有

D = P−1AP,
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此时D = diag(λ1, . . . , λ1︸ ︷︷ ︸
d1个

, λ2, . . . , λ2︸ ︷︷ ︸
d2个

, . . . , λk, . . . , λk)︸ ︷︷ ︸
dk个

。因此，在这一步里我们

要做的是分别求出A关于λj的特征空间Vλj
的一组基底{xλj

1 , . . . ,x
λj

dj
}，j = 1, . . . , k，

将其作为列向量拼成矩阵P，并写出对角矩阵D。

在这一步里，我们找到了A的n个特征向量，方便起见，这里记为v1, . . . ,vn。

将它们作为列向量拼成可逆矩阵P。然而，在正交对角化中我们要求P必须

是一个正交矩阵，因此我们必须将v1, . . . ,vn转化为一组Rn里的标准正交基

底c1, . . . , cn，且这些c1, . . . , cn必须依然是A的特征向量。我们将在下一节讨

论如何操作才能实现将A的特征向量“标准正交化”。

7.2.内积空间与Gram–Schmidt程序, Inner Product Space and Gram–Schmidt Pro-
cess

在本节我们主要学习如何将一组普通的基底转化为一组标准正交基底，即

所谓的Gram–Schmidt程序。在介绍这个算法之前，我们首先讨论内积空间这一概

念。

Definition 7.11. 令V为一个向量空间。令⟨·, ·⟩ : V × V → R为一个定义在V × V上

的函数，即对任何的u ∈ V,v ∈ V，⟨u,v⟩是一个对应的实数。如果⟨·, ·⟩满足以下
条件：

1. ⟨u,v⟩ = ⟨v,u⟩ (对称性，symmetry)；

2. ⟨u+w,v⟩ = ⟨u,v⟩+ ⟨w,v⟩，⟨u,v +w⟩ = ⟨u,v⟩+ ⟨u,w⟩ (对两个变量都满

足可加性，additivity)；

3. 对任何实数k ∈ R，都有⟨ku,v⟩ = k⟨u,v⟩， ⟨u, kv⟩ = k⟨u,v⟩ (对两个变量都

满足齐次性，homogeneity)；

4. ⟨v,v⟩ ≥ 0对任何v ∈ V，且⟨v,v⟩ = 0当且仅当v = 0 ∈ V (正定性， positiv-

ity),

那么我们称⟨·, ·⟩是V上的一个内积，称V是一个内积空间(inner product space)。

如果V是一个内积空间且⟨·, ·⟩是V上的一个内积，那么对于v ∈ V，我们称∥v∥=√
⟨v,v⟩为向量v的范数(norm)，称d(u,v) = ∥u−v∥=

√
⟨u− v,u− v⟩为向量u与v之

间的距离(distance)，对于非零向量u,v ∈ V，称θ = arccos( ⟨u,v⟩∥u∥∥v∥)为向量u与v之间

的夹角(angle)，称满足⟨u,v⟩ = 0的向量u与v互相正交，称满足∥v∥= 1的向量v为

单位向量(unit vector)。

显然，内积空间是对装备有欧式内积的欧式空间在一般向量空间上的推广。

特别地，任何对于欧式空间成立的结论(即所有第三章提到的关于欧式内积的结

果)，都可以照搬到一般内积空间的情况。我们总结如下：
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Theorem 7.12. 假设V是一个内积空间且⟨·, ·⟩是V上的一个内积。那么以下说法全

部成立：

1. ∥v∥= 0当且仅当v = 0。

2. ∥kv∥= |k|∥v∥对任何k ∈ R成立。
3. d(u,v) = d(v,u)。

4. d(u,v) = 0 ⇐⇒ u = v。

5. |⟨u,v⟩|≤ ∥u∥∥v∥ (Cauchy–Schwarz不等式)，且等号成立当且仅当u与v线性

相关。

6. ∥u+ v∥≤ ∥u∥+∥v∥， d(u,v) ≤ d(u,w) + d(w,v) (Triangle不等式)。

7. ⟨u,v⟩ = 0 ⇒ ∥u+ v∥2= ∥u∥2+∥v∥2 (勾股定理)。

8. 令W ⊂ V为V的一个子空间，我们称W⊥ = {u ∈ V : ⟨u,w⟩ = 0}为W的正正正交交交

补补补(orthogonal complement)。那么有

• W⊥是一个子空间。

• W ∩W⊥ = {0}。
• 若W为有限维空间，那么(W⊥)⊥ = W。

例子：令V = Rn为n维欧式空间，w1, . . . , wn为大于0的实数，对u = (u1, . . . , un) ∈
Rn,v = (v1, . . . , vn) ∈ Rn，我们定义

⟨u,v⟩w1,...,wn = w1(u1v1) + . . .+ wn(unvn).

容易验证这样的⟨u,v⟩是Rn上的一个内积。此时我们称实数w1, . . . , wn为该内积的

权重(weights)。显然，如果w1 = w2 = . . . = wn = 1，那么⟨u,v⟩1,...,1即是欧式内
积。比如在R2上我们令w1 = 1

9
，令w2 = 1

4
，那么⟨u,v⟩w1,w2 = 1

9
u1v1 +

1
4
u2v2。注

意，此时R2关于该内积⟨u,v⟩w1,w2的单位圆{u ∈ R2 : ∥u∥w1,w2= 1}实际上是{u =

(x, y) ∈ R2 : 1
9
x2 + 1

4
y2 = 1}是R2关于欧式内积的椭圆。这实际上意味着空间的内

积决定了空间的几何。

实际上以上带有权重的内积是所谓“由矩阵定义的内积”的一个特例：令V = Rn，

令A ∈ Mn×n为一个可逆矩阵，定义

⟨u,v⟩A = Au · Av = (Au)⊤(Av) = u⊤(A⊤A)v,

容易验证这样的⟨u,v⟩A是Rn上的一个内积。容易看出，如果我们选取A =


√
w1

√
w2

. . .
√
wn

，
w1 > 0, . . . , wn > 0，那么⟨u,v⟩A = ⟨u,v⟩w1,...,wn，并且⟨u,v⟩In = u · v为欧式内
积。
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例子：令V = Mn×n为n阶方阵组成的向量空间。对于A,B ∈ Mn×n，定义

⟨A,B⟩ = tr(A⊤B).

那么容易验证这样的⟨A,B⟩是矩阵空间上的一个内积。

例子： 令V = C([a, b])为定义在区间[a, b]上的连续函数组成的向量空间。对

于f(x), g(x) ∈ V，定义

⟨f(x), g(x)⟩ =
∫ b

a

f(x)g(x)dx.

那么这样的⟨f(x), g(x)⟩是V上的一个内积。

例子：取自2021-2022年线性代数期末考试题
Let V = P2. Define ⟨·, ·⟩ on V by

⟨p(x), q(x)⟩ = p(1)q(1) + p′(1)q′(1) + p′′(1)q′′(1)

for p(x), q(x) ∈ V . Prove that ⟨·, ·⟩ is an inner product on V .

证明：对称性，可加性与齐次性都容易验证。我们现在证明以上定义的⟨·, ·⟩也
满足正定性。显然对任何p(x) ∈ V，都有

⟨p(x), p(x)⟩ = p(1)2 + (p′(1))2 + (p′′(1))2 ≥ 0.

假设p(x) ∈ V满足

⟨p(x), p(x)⟩ = p(1)2 + (p′(1))2 + (p′′(1))2 = 0

那么必然有p(1)2 = (p′(1))2 = (p′′(1))2 = 0。将p(x)记为p(x) = a0 + a1x + a2x
2，

那么p′′(x) = 2a2(对任何x ∈ R)，因此我们有(p′′(1))2 = (2a2)
2 = 4a22 = 0，从而得

到a2 = 0，也即p(x) = a0+a1x。此时有p′(x) = a1(对任何x ∈ R)，因此由(p′(1))2 =

(a1)
2 = a21 = 0可得a1 = 0，因此p(x) = a0。那么显然由p(1)2 = a20 = 0可得a0 = 0。

综上，p(x) = 0 + 0x+ 0x2是V里的零向量。

与装配有欧式内积的Rn空间上的情况完全类似，对于一般的内积空间V (装配

内积⟨·, ·⟩)，我们也有正交集合，正交规范集合，标准/规范正交基底这些概念：

Definition 7.13. 令V为一个内积空间，其内积记为⟨·, ·⟩。
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1. 我们称集合S = {v1, . . . ,vr} ⊂ V是一个正正正交交交集集集合合合(orthogonal set)，如果对
任何i ̸= j都有⟨vi,vj⟩ = 0，即该集合内任意两个不同的向量相互关于内

积⟨·, ·⟩正交。
2. 若S = {v1, . . . ,vr} ⊂ V是一个正正正交交交集集集合合合(orthogonal set)同时满足∥vi∥= 1对

所有i = 1, . . . , r成立，那么称S为一个正正正交交交规规规范范范集集集合合合(orthonormal set)。
3. 如果S = {v1, . . . ,vn} ⊂ V是一个正正正交交交集集集合合合(orthogonal set)且构成V的一组基

底，那么称S为V的一组正正正交交交基基基底底底(orthogonal basis)。
4. 如果S = {v1, . . . ,vn} ⊂ V是一个正正正交交交规规规范范范集集集合合合(orthonormal set)且构成V的

一组基底，那么称S为V的一组标标标准准准/规规规范范范正正正交交交基基基底底底(orthonormal basis)。

同样，模仿上一节针对欧式内积的证明，我们可以轻松证明以下结果对一般

的内积依然成立：

Theorem 7.14. 令V为一个内积空间，其内积记为⟨·, ·⟩。那么我们有以下结果：

1. 对于任何正交集合S = {v1, . . . ,vr} ⊂ V，如果vi ̸= 0对所有i = 1, . . . , r成

立，那么S一定是线性无关集合。

2. 对于任何V的标准正交基底S，任何u ∈ V,v ∈ V，将其关于S的坐标向量记

为

(u)S = (u1, . . . , un), (v)S = (v1, . . . , vn),

那么总是有

∥u∥2= ⟨u,u⟩ = u2
1 + . . .+ u2

n,

d(u,v) = ∥u− v∥= (⟨u− v,u− v⟩)
1
2 =

√
(u1 − v1)2 + . . .+ (un − vn)2,

⟨u,v⟩ = u1v1 + . . .+ unvn.

3. 若V为有限维向量空间，S与S ′为V的两组标准正交基底。那么PS←S′与PS′←S都

是正交矩阵。

与欧式内积的情况完全类似，我们也可以对一般的内积空间定义投影(projection)，
这里我们只需把欧式内积u · v替换为⟨u,v⟩。

Theorem 7.15 (Projection Theorem for inner product space). 令V为一个内积空间，其

内积记为⟨·, ·⟩。令W ⊂ V为一个有限维子空间。那么任何u ∈ V都可以唯一表示为

u = w1 +w2,

其中w1 ∈ W,w2 ∈ W⊥。我们将w1记为w1 = projWu，将w2记为w2 = projW⊥(u)。

如果S = {v1, . . . ,vr}为W的一组正正正交交交基基基底底底，那么对任何u ∈ V，都有

projWu =
⟨u,v1⟩
∥v1∥2

v1 + . . .+
⟨u,vr⟩
∥vr∥2

vr.

188



如果S = {v1, . . . ,vr}为W的一组标标标准准准正正正交交交基基基底底底，那么对任何u ∈ V，都有

projWu = ⟨u,v1⟩v1 + . . .+ ⟨u,vr⟩vr.

特别地，如果S = {v1, . . . ,vn}是W = V的一组标准正交基底，那么任何v ∈ V都

可以表示为

v = ⟨v,v1⟩v1 + . . .+ ⟨v,vn⟩vn.

证明. 我们先证明以下分解

u = w1 +w2,

(其中w1 ∈ W,w2 ∈ W⊥)的唯一性。假设u = v1 + v2，且v1 ∈ W,v2 ∈ W⊥。那么

我们必然有

u = w1 +w2 = v1 + v2 ⇒ v1 −w1 = w2 − v2.

由于v1 − w1 ∈ W，w2 − v2 ∈ W⊥(因为W⊥为一个子空间)，以上等式告诉我

们v1−w1 ∈ W ∩W⊥,w2−v2 ∈ W ∩W⊥。由Theorem 7.12我们知道W ∩W⊥ = {0}，
因此可得

v1 −w1 = w2 − v2 = 0.

现在我们证明分解

u = w1 +w2,

(其中w1 ∈ W,w2 ∈ W⊥)的存在性。假设S = {v1, . . . ,vr}是W的一组正交基底。

注意，这里我们实际上还要证明，对任何有限维子空间W ⊂ V都存在一组W的正

交基底。这一部分内容我们将在该定理后面学习。现在我们先假设W ⊂ V总是拥

有一组正交基底。我们直接定义

w1 =
⟨u,v1⟩
∥v1∥2

v1 + . . .+
⟨u,vr⟩
∥vr∥2

vr,

定义w2 = u−w1。显然，对任何vi ∈ S，都有

⟨u−w1,vi⟩ = ⟨u,vi⟩ − ⟨w1,vi⟩

⟨u,vi⟩ − ⟨
r∑

j=1

⟨u,vj⟩
∥vj∥2

vj,vi⟩

=︸︷︷︸
j ̸=i⇒⟨vj ,vi⟩=0

⟨u,vi⟩ − ⟨⟨u,vi⟩
∥vi∥2

vi,vi⟩

= ⟨u,vi⟩ −
⟨u,vi⟩
∥vi∥2

⟨vi,vi⟩

= ⟨u,vi⟩ −
⟨u,vi⟩
∥vi∥2

∥vi∥2

= ⟨u,vi⟩ − ⟨u,vi⟩

= 0.
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因此我们实际上证明了对于以上定义的w1，对任何i = 1, . . . , r，都有u−w1与vi正

交，那么因为{v1, . . . ,vr}是W的一组基底，我们容易利用这一事实推出v−w1与W里

的任何向量正交：

⟨u−w1,w⟩ = 0

对任何w = k1v1 + . . . + krvr。因此由定义，必然有w2 = u −w1 ∈ W⊥。因此我

们实际上证明了分解

u = w1 +w2,

(其中w1 ∈ W,w2 ∈ W⊥)的存在性，并且由该分解的唯一性，可知

w1 = projWu =
⟨u,v1⟩
∥v1∥2

v1 + . . .+
⟨u,vr⟩
∥vr∥2

vr.

如果S = {v1, . . . ,vr}为W的一组标准正交基底，那么由于∥vi∥= 1对任何i = 1, . . . , r成

立，我们可以化简projWu的表达式为

projWu = ⟨u,v1⟩v1 + . . .+ ⟨u,vr⟩vr.

现在我们介绍一个将有限维子空间W的任意一组基底{u1, . . . ,ur}转化为一组
标准正交基底{v1, . . . ,vr}的算法，即著名的Gram–Schmidt Process。这一算法间
接证明了任何内积空间V的有限维子空间W总是拥有一组标准正交基底。

该算法总结如下：

Gram–Schmidt算法：

1. 令v′1 = u1。如果r = 1，令v1 =
1
∥v′

1∥
v′1。此时该算法结束。

2. 若r = 2，令v′2 = u2 − ⟨u2,v1⟩v1，定义v2 =
1
∥v′

2∥
v′2。此时(即如果r = 2)该算

法结束。

3. 若r = 3，令v′3 = u3 − ⟨u3,v1⟩v1 − ⟨u3,v2⟩v2，定义v3 = 1
∥v′

3∥
v′3。此时(即如

果r = 3)该算法结束。

4. 对于一般的r，我们重复以上步骤。即，如果我们已经利用以上步骤得到v1, . . . ,vr−1，

那么定义

v′r = ur − ⟨ur,v1⟩v1 − ⟨ur,v2⟩v2 − . . .− ⟨ur,vr−1⟩vr−1,

并令vr =
1
∥v′

r∥
v′r。那么我们此时可以得到W的一组标准正交基底{v1, . . . ,vr}。

算法结束。
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例子：令V = P2，定义V上的一个内积为

⟨p(x), q(x)⟩ =
∫ 1

−1
p(x)q(x)dx.

令B = {u1(x) = 1, u2(x) = x, u3(x) = x2}为V的标准基底。我们现在利用Gram–

Schmidt算法，通过B得到V的一组标准正交基底。

1. 令v′1(x) = u1(x) = 1，由于∥v′1(x)∥=
∫ 1

−1 1dx = 2，可得v1(x) = 1√
2
v′1(x) =

1√
2
。

2. 令v′2(x) = u2(x) − ⟨u2(x),v1(x)⟩v1(x) = u2(x) −
∫ 1

−1
1√
2
xdxv1(x)。显然由

于
∫ 1

−1
1√
2
xdx = 1

2

∫ 1

−1 xdx = 0，我们有v′2(x) = u2(x) = x，因此利用∥v′(x)∥=

∥u2(x)∥= (
∫ 1

−1 x
2dx)1/2 =

√
2
3
，得到

v2(x) =
1

∥v′2(x)∥
v′2(x) =

√
3

2
x.

3. 令v′3(x) = u3(x)− ⟨u3(x),v1(x)⟩v1(x)− ⟨u3(x),v2(x)⟩v2(x)。经计算可得

⟨u3(x),v1(x)⟩ =
∫ 1

−1

1√
2
x2dx =

1√
2

∫ 1

−1
x2dx =

1√
2
× 2

3
=

√
2

3
,

⟨u3(x),v2(x)⟩ =
∫ 1

−1

√
3

2
x3dx =

√
3

2

∫ 1

−1
x3dx =

√
3

2
× 0 = 0,

因此v′3(x) = x2 −
√
2
3

1√
2
= x2 − 1

3
。从而有∥v′3(x)∥2=

∫ 1

−1(x
2 − 1

3
)2dx = 8

45
，故

v3(x) =
1

∥v′3(x)∥
v′3(x) =

x2 − 1
3

8
45

.

如果我们只需要求出一组正交基底，那么对Gram–Schmidt算法进行一些微调

即可：

Gram–Schmidt算法的另一个版本：令V为一个内积空间，我们的目标是将有

限维子空间W的任意一组基底{u1, . . . ,ur}转化为一组正交基底{v1, . . . ,vr}。

1. 令v1 = u1。如果r = 1，此时该算法结束。

2. 若r = 2，令v2 = u2 − ⟨u2,v1⟩
∥v1∥2 v1。此时(即如果r = 2)该算法结束。

3. 若r = 3，令v3 = u3 − ⟨u3,v1⟩
∥v1∥2 v1 − ⟨u3,v2⟩

∥v2∥2 v2。此时(即如果r = 3)该算法结束。

4. 对于一般的r，我们重复以上步骤。即，如果我们已经利用以上步骤得到v1, . . . ,vr−1，

那么定义

vr = ur −
⟨ur,v1⟩
∥v1∥2

v1 −
⟨ur,v2⟩
∥v2∥2

v2 − . . .− ⟨ur,vr−1⟩
∥vr−1∥2

vr−1.
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那么我们此时可以得到W的一组正交基底{v1, . . . ,vr}。算法结束。
5. 如果我们最终还是想要得到一组标准正交基底，那么只需要将以上正交基底

规范化(normalizing)即可，即： { v1
∥v1∥ , . . . ,

vr
∥vr∥}是所求标准正交基底。

现在我们回到对称矩阵的正交对角化算法。我们先回顾之前已经得到的几个

步骤：

1. 计算A的特征多项式p(λ) = det(λIn − A)，并求解特征方程p(λ) = 0。如果该

方程存在不属于实数的解，那么A不能被对角化，停止；否则进入下方第二

步。

对于对称矩阵A，我们已知它必然可以被对角化，因此要对角化对称矩阵A，

我们必然会进入第二步。

2. 现在已知p(λ) = 0的所有根均为实数，假设其为λ1, . . . , λk，且它们互不相等，

那么此时我们知道p(λ)可被表示为

p(λ) = (λ− λ1)
c1(λ− λ2)

c2 . . . (λ− λk)
ck .

这里cj对应特征值λj的代数重数，j = 1, . . . , k。将其记录下来。

接下来依次计算λ1, . . . , λk的几何重数d1, . . . , dk，即依次求出

Null(λ1In − A), . . . ,Null(λkIn − A)

的维数。如果出现了某个j使得dj < cj，那么A不可对角化，停止；否则进入

下方第三步。

对于对称矩阵A，我们已知它必然可以被对角化，因此它的所有特征值的代

数重数与几何重数必然相等，即对于对称矩阵A，我们必然会进入第三步。

3. 通过第二步，现在的情况是所有特征值的代数重数与几何重数都相等，即A可

以对角化。对每个j = 1, . . . , k，通过求解齐次线性方程组(λjIn − A)x = 0找

到A关于λj的特征空间Vλj
的一组基底，并记为{xλj

1 , . . . ,x
λj

dj
}。

4. 对每个j = 1, . . . , k，利用Gram–Schmidt算法作用于Rn上的欧式内积，我们

将Vλj
的基底{xλj

1 , . . . ,x
λj

dj
}转化为Vλj

的一组标准正交基底{vλj

1 , . . . ,v
λj

dj
}。现

在令P的列向量表示为：

P =
[
vλ1
1 . . . vλ1

d1
vλ2
1 . . . vλ2

d2
. . . vλk

1 . . . v
λj

dj

]
那么我们有

D = P−1AP,

此时D = diag(λ1, . . . , λ1︸ ︷︷ ︸
d1个

, λ2, . . . , λ2︸ ︷︷ ︸
d2个

, . . . , λk, . . . , λk)︸ ︷︷ ︸
dk个

。显然，由于P的列向量

现在组成Rn的一组标准正交基底(请思考为什么)，矩阵P是一个正交矩阵，
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因此P−1 = P⊤，因此实际上我们得到了

D = P⊤AP.

计算结束。

例子：令

A =


4 2 2

2 4 2

2 2 4

 .

我们按照以上步骤，将A正交对角化。

1. 计算可得pA(λ) = det(λI3 −A) = det(


λ− 4 −2 −2

−2 λ− 4 −2

−2 −2 λ− 4

) = (λ− 2)2(λ−

8)。显然A的两个特征值为λ1 = 2, λ2 = 8。

2. 求解齐次线性方程组(λ1I3 − A)x = 0，可得Null(λ1I3 − A)的一组基底为

xλ1
1 =


−1

1

0

 , xλ1
2 =


−1

0

1

 .

求解齐次线性方程组(λ2I3 − A)x = 0，可得Null(λ2I3 − A)的一组基底为

xλ2
1 =


1

1

1

 .

3. 现在我们用Gram–Schmidt算法将xλ1
1 ,xλ1

2 正交规范化：

vλ1
1 =

1

∥xλ1
1 ∥

xλ1
1 =


−1/

√
2

1/
√
2

0

 ,

vλ1
2 =

xλ1
2 − (xλ1

2 · vλ1
1 )vλ1

1

∥xλ1
2 − xλ1

2 · vλ1
1 vλ1

1 ∥
=


−1/

√
6

−1/
√
6

2/
√
6

 .

我们现在将xλ2
1 正交规范化。显然此时只需除以它的范数即可：

vλ2
1 =

1

∥xλ2
1 ∥

xλ2
1 =


1/
√
3

1/
√
3

1/
√
3

 .
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因此P =
[
vλ1
1 vλ1

2 vλ2
1

]
=


−1/

√
2 −1/

√
6 1/

√
3

1/
√
2 −1/

√
6 1/

√
3

0 2/
√
6 1/

√
3

，D =


2 0 0

0 2 0

0 0 8

。
7.3.二次型, Quadratic Forms

本节对应英文教材的7.3节。

Definition 7.16. 令A ∈ Mn×n为对称矩阵，即A⊤ = A。我们称函数

QA : Rn → R, QA(x) = x⊤Ax,x =


x1

x2

...

xn


为A的的的二二二次次次型型型(quadratic form associated with A)。

我们首先注意二次型具有以下基本性质：

• QA : Rn → R不是线性变换。

• 将A记为A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

... . . . ...

an1 an2 . . . ann

，那么利用A的对称性，即aij = aji对任

何i, j = 1, . . . , n成立，可得

QA(x) = x⊤Ax =
n∑

i=1

n∑
j=1

aijx)ixj

= (a11x
2
1 + . . .+ annx

2
n) +

∑
i ̸=j

aijxixj

= (a11x
2
1 + . . .+ annx

2
n) + 2

∑
i<j

aijxixj.

我们称2
∑

i<j aijxixj为二次型QA的交叉项(cross product term)。

• 当A为对角矩阵时，即A =


λ1

λ2

. . .

λn

，那么显然有
QA(x) = x⊤Ax = λ1x

2
1 + . . .+ λnx

2
n.

即对于对角矩阵A，它的二次型不含有交叉项。
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例子：找出下面两个二次型对应的对称矩阵A。

1. 2x2 + 6xy − 5y2

假设A =

[
a11 a12

a21 a22

]
且a12 = a21。那么

QA(x) = a11x
2 + a22y

2 + a12xy + a21xy︸ ︷︷ ︸
=2a12xy

,x =

[
x

y

]
.

因此如果QA(x) = 2x2 + 6xy − 5y2，那么比较x2, y2, xy的系数必然有

a11 = 2, a22 = −5, a12 = a21 = 3

即A =

[
2 3

3 −5

]
。

2. x2
1 + 7x2

2 − 3x2
3 + 4x1x2 − 2x1x3 + 8x2x3。

假设A =


a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

，且a21 = a12, a13 = a31, a23 = a32。那么可以计算

得到(x =


x1

x2

x3

)

QA(x) = a11x
2
1 + a22x

2
2 + a33x

2
3 + 2a12x1x2 + 2a13x1x3 + 2a23x2x3.

因此如果QA(x) = x2
1+7x2

2−3x2
3+4x1x2−2x1x3+8x2x3，那么比较x2

1, x
2
2, x

2
3, x1x2, x1x3, x2x3的

系数，可得

a11 = 1, a22 = 7, a33 = −3, a12 = a21 = 2, a13 = a31 = −1, a23 = a32 = 4.

因此A =


1 2 −1

2 7 4

−1 4 −3

。
显然，如果二次型QA不包含交叉项，那么它的表达式会化简为

QA(x) = λ1x
2
1 + . . .+ λnx

2
n.

而对于非对角的对称矩阵A，它的二次型QA并不能写成这样的形式。为了将其中

的交叉项消去，我们需要进行换元(change of variable)的操作。具体细节如下：

由于A是对称矩阵，由Theorem 7.9可知A能被正交对角化，即存在正交矩阵P与

对角矩阵D使得

D = P⊤AP.
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对于x =


x1

x2

...

xn

，我们令y = P−1x = P⊤x，即x = Py，那么对于y =


y1

y2
...

yn

，我们

有(设D =


λ1

λ2

. . .

λn

)：

QA(x) = x⊤Ax = (Py)⊤A(Py) = y⊤(P⊤AP )y = y⊤Dy = λ1y
2
1 + . . .+ λny

2
n.

我们将以上观察总结为以下定理。

Theorem 7.17 (The principal axes theorem). 令A ∈ Mn×n为对称矩阵，那么A可被正

交对角化为

D = P⊤AP,D =


λ1

λ2

. . .

λn

 .

令y = P⊤x，我们称其为orthogonal change of variables。那么我们有

QA(x) = QA(Py) = λ1y
2
1 + . . .+ λny

2
n.

例子：令Q(x) = x2
1 − x2

3 − 4x1x2 + 4x2x3。找出一个orthogonal change of vari-

ables y = P⊤x =


y1

y2

y3

，并计算Q(Py)。

解：我们首先找到一个对称矩阵A使得Q(x) = QA(x) = x⊤Ax。由于x⊤Ax =

(a11x
2
1 + a22x

2
2 + a33x

2
3) + 2a12x1x2 + 2a23x2x3 + 2a13x1x3，如果

x⊤Ax = (a11x
2
1+a22x

2
2+a33x

2
3)+2a12x1x2+2a23x2x3+2a13x1x3 = x2

1−x2
3−4x1x2+4x2x3

成立，那么比较x2
1, x

2
2, x

2
3, x1x2, x1x3, x2x3的系数可得

a11 = 1, a22 = 0, a33 = −1, a12 = a21 = −2, a13 = a31 = 0, a23 = a32 = 2,

因此对称矩阵A的表达式为

A =


1 −2 0

−2 0 2

0 2 −1

 .
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要找到orthogonal change of variables中出现的正交矩阵P，我们需要将A正交对角

化。那么按照192页上介绍的正交对角化算法，我们依次进行以下操作：

1. A的特征多项式为

pA(λ) = det(λI3 − A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
λ− 1 2 0

2 λ −2

0 −2 λ+ 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = λ3 − 9λ = λ(λ− 3)(λ+ 3).

解特征方程pA(λ) = 0，可得A的特征值为

λ1 = 0, λ2 = −3, λ3 = 3.

2. 现在求出特征空间Vλ1 = Null(λ1I3 − A)，Vλ2 = Null(λ2I3 − A)与Vλ3 =

Null(λ3I3−A)的一组基底。那么用高斯消元法依次求解方程组(λ1I3−A)x =

0，(λ2I3 − A)x = 0与(λ3I3 − A)x = 0，可求得各自特征空间的基底为

xλ1
1 =


1
1
2

1

 ,xλ2
1 =


−1

2

−1

1

 ,xλ3
1 =


−2

2

1

 .

3. 现在利用Gram–Schmidt算法将xλ1
1 正交规范化为Vλ1的一个标准正交基底，将xλ2

1 正

交规范化为Vλ2的一个标准正交基底，将xλ3
1 正交规范化为Vλ3的一个标准正交

基底。显然，此时我们只需规范化(normalizing)xλ1
1 ， xλ2

1 ，xλ3
1 即可。因此得

到

vλ1
1 =

1

∥xλ1
1 ∥

xλ1
1 =


2/3

1/3

2/3

 ,vλ2
1 =

1

∥xλ2
1 ∥

xλ2
1 =


−1/3

−2/3

2/3

 ,vλ3
1 =

1

∥xλ3
1 ∥

xλ3
1 =


−2/3

2/3

1/3

 .

从而有P =
[
vλ1
1 vλ2

1 vλ3
1

]
=


2
3

−1
3

−2
3

1
3

−2
3

2
3

2
3

2
3

1
3

，也即所求的orthogonal change

of variables为

y = P⊤x或者 x = Py.

此时我们有Q(Py) = QA(Py) = (Py)⊤APy = y⊤(P⊤AP )y = y⊤


0

−3

3

y =

−3y22 + 3y23.

orthogonal change of variables的数学意义：
考虑二次型QA(x) = x⊤Ax，A ∈ Mn×n为对称矩阵。设A的正交对角化为

P⊤AP = D,
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其中P为正交矩阵，D为对角矩阵。设P的列向量表示为

P =
[
v1 v2 . . . vn

]
.

由Theorem 6.13的证明我们知道v1, . . . ,vn都是A的特征向量，并且B′ = {v1, . . . ,vn}是Rn的

一组(关于欧式内积的)正交基底。

现在令B = {e1, . . . , en}为Rn的标准基底，显然它也是一组(关于欧式内积的)正交

基底。容易看出

P =
[
v1 v2 . . . vn

]
=

[
[v1]B [v2]B . . . [vn]B

]
= PB←B′

是从B′到B的转移矩阵。因此orthogonal change of variablesy = P⊤x = P−1x =

P−1B←B′x = PB′←Bx实际上是将x ∈ Rn关于标准基底B的坐标向量[x]B = x替换

为x ∈ Rn关于另一组正交基底B′ = {v1, . . . ,vn}的坐标向量


y1

y2
...
yn

 = y，即x =

x1e1 + . . .+ xnen = y1v1 + . . .+ ynvn。

例子：在这个例子里我们试图找出方程

5x2 − 4xy + 8y2 = 36

在平面R2上所描述的图形形状，即集合{(x, y) ∈ R2 : 5x2 − 4xy + 8y2 = 36}的几何
形状。

带着这个目的，我们进行如下操作：首先利用orthogonal change of variables将二
次型Q(x = (x, y)) = 5x2−4xy+8y2化简为a(x′)2+b(y′)2的形式，此时原方程5x2−
4xy + 8y2 = 36可以用(x′, y′)表示为

a(x′)2 + b(y′)2 = 36,

显然这是一个平面上的椭圆方程。接下来我们分析坐标变换(x, y) 7→ (x′, y′)的几何

意义，最终确定原集合{(x, y) ∈ R2 : 5x2 − 4xy + 8y2 = 36}的几何形状。
具体计算过程如下：容易确定二次型Q(x = (x, y)) = 5x2 − 4xy + 8y2对应的对称

矩阵为

A =

[
5 −2

−2 8

]
,

即Q(x = (x, y)) = 5x2 − 4xy + 8y2 = x⊤Ax。对A进行正交对角化，可得

D =

[
4 0

0 9

]
, P =

[
2√
5

− 1√
5

1√
5

2√
5

]
,
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因此对于y = (x′, y′) = P⊤x ⇐⇒ x = Py，我们有

Q(x) = QA(Py) = 4(x′)2 + 9(y′)2,

从而得到

x = (x, y)满足 5x2−4xy+8y2 = 36 ⇐⇒ y = (x′, y′) = P⊤x满足 4(x′)2+9(y′)2 = 36.

容易看出4(x′)2 + 9(y′)2 = 36 ⇐⇒ (x′)2

9
+ (y′)2

4
= 1是一个椭圆。

由于P = PB←B′，这里B = {(1, 0), (0, 1)}，B′ = {v1 =

[
2√
5
1√
5

]
,v2 =

[
− 1√

5
2√
5

]
}，我

们知道y = (x′, y′) = P⊤x = P−1x = PB′←Bx实际上是x = (x, y)关于基底B′的

坐标向量，也即x =

[
x

y

]
= x′v1 + y′v2 = x′

[
2√
5
1√
5

]
+ y′

[
− 1√

5
2√
5

]
。另一方面，我们

令cos θ = 2√
5
，那么sin θ = 1√

5
，那么显然有

P =

[
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

]
,

即P表示的是逆时针旋转θ度的操作。特别地，因为v1 =

[
2√
5
1√
5

]
=

[
cos θ

sin θ

]
= P

[
1

0

]
，

v2 =

[
− 1√

5
2√
5

]
=

[
− sin θ

cos θ

]
= P

[
0

1

]
，我们可以确定在B′ = {v1,v2}所决定的平面

直角对角系中的横轴为v1 =

[
cos θ

sin θ

]
是由标准直角坐标系的横轴e1 =

[
1

0

]
逆时针

旋转θ度得到，纵轴v2 =

[
− sin θ

cos θ

]
是由标准直角坐标系的纵轴e2 =

[
0

1

]
逆时针旋

转θ度得到。

综上，利用已经得到的所有结果我们可以确定

{(x, y) : 5x2 − 4xy + 8y2 = 36}

所描述的图形是将标准平面直角坐标系逆时针旋转θ度得到的另一个平面直角对角

系中的椭圆 (x′)2

9
+ (y′)2

4
= 1，这里θ = arccos( 2√

5
)。

在本节的最后我们介绍几种特殊的二次型：

Definition 7.18. 二次型QA(x) = x⊤Ax被称为

• positive definite，如果对任何x ̸= 0都有QA(x) = x⊤Ax > 0。

• negative definite，如果对任何x ̸= 0都有QA(x) = x⊤Ax < 0。
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• indefinite，如果同时存在一个x ̸= 0使得QA(x) = x⊤Ax > 0，一个u ̸= 0使

得QA(u) = u⊤Au < 0。

• positive semidefinite，如果对任何x ∈ Rn都有QA(x) = x⊤Ax ≥ 0。

• negative semidefinite，如果对任何x ∈ Rn都有QA(x) = x⊤Ax ≤ 0。

下面的定理告诉我们二次型的以上性质与它对应的对称矩阵的特征值有关。

Theorem 7.19. 令A ∈ Mn×n为一个对称矩阵。

1. QA是positive definite当且仅当A的所有特征值都大于零。

2. QA是negative definite当且仅当A的所有特征值都小于零。

3. QA是indefinite当且仅当A具有正特征值也有负特征值。

4. QA是positive semidefinite当且仅当A的所有特征值都非负。

5. QA是negative semidefinite当且仅当A的所有特征值都非正。

证明. 1. 由Theorem 7.17，通过orthogonal change of variables，即令y = P⊤x ⇐⇒
x = Py，对任何x ∈ Rn，都有

x⊤Ax = y⊤(P⊤AP )y = y⊤Dy = λ1y
2
1 + . . .+ λny

2
n.

由于P作为正交矩阵是可逆的，x ̸= 0 ⇐⇒ y = P−1x ̸= 0，因此我们有以

下等价关系

x⊤Ax > 0对任何非零的 x ⇐⇒ λ1y
2
1 + . . .+ λny

2
n > 0对任何非零的 y.

显然，λ1y
2
1 + . . . + λny

2
n > 0对任何y ̸= 0成立当且仅当λj > 0对任何j =

1, . . . , n都成立。现在只需注意λj，j = 1, . . . , n都是A的特征值。

2. 对于QA是negative definite的情况类似可证。

3. 对于QA是indefinite的情况类似可证。只需注意存在一个y ∈ Rn使得λ1y
2
1 +

. . .+ λny
2
n > 0当且仅当至少有一个λj > 0，存在一个y ∈ Rn使得λ1y

2
1 + . . .+

λny
2
n < 0当且仅当至少有一个λj < 0。

4. 对于QA是positive semidefinite的情况类似可证。

5. 对于QA是negative semidefinite的情况类似可证。

最后我们介绍一个实用的判断对称矩阵是否positive definite的标准。

Definition 7.20. 令A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

... . . . ...

an1 an2 . . . ann

为n阶对称矩阵。我们称
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•
[
a11

]
∈ M1×1为A的first principal submatrix.

•

[
a11 a12

a21 a22

]
∈ M2×2为A的second principal submatrix.

• 对于任何k = 1, . . . , n，我们称


a11 a12 . . . a1k

a21 a22 . . . a2k
...

... . . . ...

ak1 ak2 . . . akk

 ∈ Mk×k为A的k–th prin-

cipal submatrix.

Theorem 7.21. 对任何对称矩阵A ∈ Mn×n，A是positive definite当且仅当A的k–th
principal submatrix的的的行行行列列列式式式 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1k

a21 a22 . . . a2k
...

... . . . ...

ak1 ak2 . . . akk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
大于0对所有k = 1, . . . , n成立。

例子：对于对称矩阵

A =


2 −1 −3

−1 2 4

−3 4 9


容易计算出

first principal submatrix =
[
2
]
⇒ det(

[
2
]
) = 2 > 0;

second principal submatrix =

[
2 −1

−1 2

]
⇒ det(

[
2 −1

−1 2

]
) = 3 > 0;

third principal submatrix =


2 −1 −3

−1 2 4

−3 4 9

 ⇒ det(


2 −1 −3

−1 2 4

−3 4 9

) = 1 > 0.

因此可以判定A是positive definite。

注意，一个对称矩阵A是negative definite的当且仅当−A是positive definite，因此我
们可以用以上方法通过判断−A是否是positive definite来判断A是否是negative defi-

nite的。但是，请注意A是negative definite并不等价于它的任何k–th principal subma-

trix的行列式都小于0！
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7.4. QR分解与奇异值分解, QR Decomposition and Singular Value Decomposition

在本节我们学习两种非常重要的矩阵分解方法。首先是QR分解，见英文教

材6.3节。

Theorem 7.22. 假设A ∈ Mm×n满足rank(A) = n。那么A可以被表示为

A = QR,

这里Q ∈ Mm×n且Q的n个列向量组成Rm里的一个标准正交集合，R ∈ Mn×n为一

个可逆的上三角矩阵。

证明. 设A ∈ Mm×n的列向量表示为

A =
[
u1 u2 . . . un

]
其中每个uj ∈ Rm为m×1-列向量。由于rank(A) = n，可知这些列向量{u1, . . . ,un}线
性无关，即它们是A的列空间Col(A)的一组基底。那么对{u1, . . . ,un}使用Gram–
Schmidt算法，可以得到A的列空间Col(A)的一组标准正交基底，记为

{q1, . . . , qn}.

现在定义矩阵Q为

Q =
[
q1 . . . qn

]
.

那么利用标准正交基底的特性，见Theorem 7.15，得到

uj = (uj · q1)q1 + (uj · q2)q2 + . . .+ (uj · qn)qn, j = 1, . . . , n.

因此，我们定义矩阵R为

R =


u1 · q1 u2 · q1 . . . un · q1

u1 · q2 u2 · q2 . . . un · q2

...
... . . . ...

u1 · qn u2 · qn . . . un · qn

.

利用矩阵乘法的运算法则以及等式uj = (uj ·q1)q1+(uj ·q2)q2+. . .+(uj ·qn)qn, j =

1, . . . , n.，容易验证

QR =
[
q1 . . . qn

]

u1 · q1 u2 · q1 . . . un · q1

u1 · q2 u2 · q2 . . . un · q2

...
... . . . ...

u1 · qn u2 · qn . . . un · qn

 =
[
u1 u2 . . . un

]
= A.
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显然，由以上定义，Q的列向量q1, . . . , qn是A的列空间Col(A)的一组标准正交基

底，因此Q的列向量q1, . . . , qn组成了一个Rm里的标准正交集合。我们现在证明R是

上三角矩阵：由Gram-Schmidt算法的内容可知，

q2 · u1 = 0,

q3 · u1 = 0, q3 · u2 = 0,

qj · u1 = 0, . . . , qj · uj−1 = 0

对任何2 ≤ j ≤ n成立。因此可知

R =


u1 · q1 u2 · q1 . . . un · q1

0 u2 · q2 . . . un · q2

...
... . . . ...

0 0 . . . un · qn


必然为上三角矩阵。

现在我们证明R可逆，即证明det(R) ̸= 0。再次利用Gram–Schmidt算法的具体内

容，我们有

q1 =
1

∥u1∥
u1 ⇒ u1 · q1 = ∥u1∥> 0;

对于u2 · q2，注意Gram–Schmidt算法实际上保证了

span{u1,u2} = span{q1, q2},

因此如果u2 · q2 = 0，那么q2同时正交于u1和u2，因此q2正交于span{q1, q2}，因
此q2 = 0，这显然不可能。因此u2 ·q2 ̸= 0类似可证uj ·qj ̸= 0对任何j = 1, . . . , n成

立。故有det(R) = u1 · q1 × u2 · q2 × . . .× un · qn ̸= 0。

例子：求矩阵

A =


1 0 0

1 1 0

1 1 1


的QR分解。

解： A的列向量为

u1 =


1

1

1

 ,u2 =


0

1

1

 ,u3 =


0

0

1

 .
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由Gram–Schmidt算法，可求得A的列空间的一组标准正交基底：

q1 =
1

∥u1∥
u1 =


1/
√
3

1/
√
3

1/
√
3

 ,

q2 =
u2 − (u2 · q1)q1

∥u2 − (u2 · q1)q1∥
=


−2/

√
6

1/
√
6

1/
√
6

 ,

q3 =
u3 − (u3 · q1)q1 − (u3 · q2)q2

∥u3 − (u3 · q1)q1 − (u3 · q2)q2∥
=


0

−1/
√
2

1/
√
2

 .

因此Q =
[
q1 q2 q3

]
=


1√
3

− 2√
6

0
1√
3

1√
6

−1√
2

1√
3

1√
6

1√
2

。
按照之前定理的证明，可求得上三角矩阵R：

R =


u1 · q1 u2 · q1 u3 · q1

0 u2 · q2 u3 · q2

0 0 u3 · q3

 =


3√
3

2√
3

1√
3

0 2√
6

1√
6

0 0 1√
2

 .

因此A的QR分解为

A = QR =


1√
3

− 2√
6

0
1√
3

1√
6

−1√
2

1√
3

1√
6

1√
2




3√
3

2√
3

1√
3

0 2√
6

1√
6

0 0 1√
2

 .

我们接下来学习矩阵的奇异值分解(Singular Value Decomposition)，简称SVD。

计算奇异值分解的背景如下：我们知道，对于A ∈ Mn×n且A为对称矩阵，那么存

在正交矩阵P ∈ Mn×n以及对角矩阵D ∈ Mn×n使得

A = PDP⊤.

这个分解也被称为A的特征值分解(eigenvalue decomposition)。
现在我们考虑一个m × n的矩阵A。我们想知道，在m ̸= n的时候，是否还存在类

似的分解。奇异值分解则告诉我们，对于A ∈ Mm×n，存在分解

A = UΣV ⊤,

其中U为m×m正交矩阵，V为n× n正交矩阵，Σ为m× n的对角矩阵。

我们首先对不是方阵的矩阵A ∈ Mm×n，m ̸= n定义对角线。
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Definition 7.23. • 如果m < n，那么矩阵A ∈ Mm×n的对角线为a11, a22, . . . , amm。

• 如果m > n，那么矩阵A ∈ Mm×n的对角线为a11, a22, . . . , ann。

• 我们称一个矩阵Σ ∈ Mm×n是一个对角矩阵，如果它的对角线之外的项都

是0。

比如3× 4–矩阵A =


1 0 0 0

0 2 0 0

0 0 3 0

的对角线是1, 2, 3，且这样的A为一个对角矩

阵。4× 3–矩阵A =


1 0 0

0 2 0

0 0 3

3 2 1

的对角线是1, 2, 3，且这样的A不是一个对角矩阵。

接下来我们定义奇异值(singular values)。对于A ∈ Mm×n，显然有A⊤A为n ×
n–对称矩阵。

Theorem 7.24. 对于A ∈ Mm×n，我们有

1. A⊤A ∈ Mn×n可正交对角化。

2. A⊤A ∈ Mn×n的所有特征值都非负(nonnegative)，因此A⊤A是positive semidef-

inite。

证明. 由于A⊤A ∈ Mn×n为对称矩阵，由Theorem 7.9可知A⊤A可以正交对角化。

假设λ ∈ R是A⊤A的一个特征值，x ̸= 0是对应的一个特征向量，即

(A⊤A)x = λx.

因此，可以推出

∥Ax∥2= Ax · Ax = (Ax)⊤(Ax) = x⊤(A⊤Ax) = x⊤(λx) = λ∥x∥2.

这意味着λ = ∥Ax∥2
∥x∥2 ≥ 0。这说明A⊤A的所有特征值非负。因此由Theorem 7.19可

知A⊤A是positive definite。

对于A ∈ Mm×n，我们假设A⊤A的正交对角化D = P⊤(A⊤A)P中的对角矩

阵D对角线上的元素为λ1, . . . , λn。这里我们额外要求λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λn。

Definition 7.25. 对于A ∈ Mm×n，假设A⊤A的正交对角化D = P⊤(A⊤A)P中的对角

矩阵D对角线上的元素为λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λn。我们称

σ1 =
√

λ1 ≥ σ2 =
√
λ2 ≥ . . . ≥ σn =

√
λn
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为A的奇奇奇异异异值值值(singular values of A)。

Theorem 7.26 (Singular Value Decomposition). 任何A ∈ Mm×n都可以表示为

A = UΣV ⊤,

其中U为m×m正交矩阵，V为n× n正交矩阵，Σ为m× n的对角矩阵。

该定理的证明不需要掌握，感兴趣的同学可以自行阅读讲义最后部分对该定

理的证明。这里我们需要掌握的是具体的奇异值分解算法。

奇异值分解算法：

对于A ∈ Mm×n，设rank(A) = k ≤ min{m,n}。

1. V ∈ Mn×n为对称矩阵A⊤A的正交对角化中出现的正交矩阵，即

V ⊤(A⊤A)V = D =


λ1

λ2

. . .

λn

 ,

注意这里我们要求λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λn。

将V的列向量表示记为

V =
[
v1 v2 . . . vn

]
.

2. 由于rank(A) = k，我们可以证明(具体过程可参考讲义最后部分对以上定

理的证明)这时必然有λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λk > 0，λk+1 = . . . = λn = 0。

令σ1 =
√
λ1 ≥ . . . ≥ σk =

√
λk > 0为A的前k个奇异值，定义m × n–对角矩

阵Σ为

Σ =



σ1

σ2

. . .

σk

0
. . .

0


.

3. 定义

u1 =
1

σ1

Av1, . . . ,uk =
1

σk

Avk
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注意这里v1, . . . ,vk是V的前k个列向量。我们可以证明u1, . . . ,uk是A的列空

间Col(A)的一组标准正交基底(可参考讲义最后对以上定理的证明)。接下来

通过基底扩充与Gram–Schmidt算法将u1, . . . ,uk扩展为Rm的一组标准正交基

底{u1, . . . ,uk,uk+1, . . . ,um}。定义

U =
[
u1 . . . uk uk+1 . . . um

]
.

4. 最终我们得到

A = UΣV ⊤.

例子：令矩阵A =


1 1

0 1

1 0

。求A的奇异值分解A = UΣV ⊤。

我们按照之前介绍的算法求出U，V和Σ。

1. 容易计算A⊤A =

[
1 0 1

1 1 0

]
1 1

0 1

1 0

 =

[
2 1

1 2

]
。由此可得对称矩阵A⊤A的特

征多项式为

p(λ) = det(λI2 − A) = λ2 − 4λ+ 3 = (λ− 3)(λ− 1).

求解特征方程p(λ) = 0，得到A⊤A的特征值为

λ1 = 3, λ2 = 1

(注意我们这里要求λ1 > λ2)。因此我们得到A的两个奇异值为σ1 =
√
3, σ2 =

√
1 = 1。所以对角矩阵Σ ∈ M3×2等于

Σ =


√
3 0

0 1

0 0

.
2. 接下来我们求正交矩阵V ∈ M2×2。我们知道它是由对称矩阵A⊤A的特征空

间Vλ1 = Null(λ1I2 − A⊤A)的标准正交基底v1与特征空间Vλ2 = Null(λ2I2 −

A⊤A)的标准正交基底v2组成(即V ⊤(A⊤A)V = D =

[
3 0

0 1

]
正交对角化A⊤A)。

因此求解齐次方程组

(λ1I2 − A⊤A)x = 0

并规范化(normalizing)所得的解空间基底，可得v1 =

[√
2
2√
2
2

]
；求解齐次方程组

(λ2I2 − A⊤A)x = 0
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并规范化(normalizing)所得的解空间基底，可得v2 =

[ √
2
2

−
√
2
2

]
。由此可得

V =
[
v1 v2

]
=

[√
2
2

√
2
2√

2
2

−
√
2
2

]
.

3. 现在我们求出正交矩阵U ∈ M3×3。由奇异值分解算法的第三步可知，U的前

两个列向量依次为

u1 =
1

σ1

Av1 =

√
3

3


1 1

0 1

1 0


[√

2
2√
2
2

]
=


√
6
3√
6
6√
6
6

 ,

u2 =
1

σ2

Av2 = 1


1 1

0 1

1 0


[ √

2
2

−
√
2
2

]
=


0

−
√
2
2√
2
2

 .

我们现在需要找到第三个列向量u3 ∈ R3使得{u1,u2,u3}组成R3的一组标准

正交基底。对此我们假设x =


x1

x2

x3

属于span{u1,u2}⊥，那么

x · u1 =

√
6

3
x1 +

√
6

6
x2 +

√
6

6
x3 = 0,

x · u2 = 0x1 −
√
2

2
x2 +

√
2

2
x3 = 0.

因此求解方程组 [√
6
3

√
6
6

√
6
6

0 −
√
2
2

√
2
2

]
x1

x2

x3

 =


0

0

0



求得span{u1,u2}⊥的一组基底为x =


−1

1

1

。将其规范化，可得u3 = x/∥x∥=


− 1√

3
1√
3
1√
3

。因此U等于

U =
[
u1 u2 u3

]
=


√
6
3

0 − 1√
3√

6
6

−
√
2
2

1√
3√

6
6

√
2
2

1√
3

.
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Theorem 7.26的证明. 我们证明206–207页上介绍的奇异值分解算法的有效性，即

按这个算法得到的矩阵U, V,Σ确实满足A = UΣV ⊤。我们假设rank(A) = k。

• 首先我们证明如果rank(A) = k，那么A⊤A的特征值λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λn满

足λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λk > 0，λk+1 = . . . = λn = 0。

由Theorem 4.38我们知道rank(A⊤A) = rank(A) = k。另一方面，考虑对称矩

阵A⊤A的正交对角化

D = V ⊤(A⊤A)V, D =


λ1

λ2

. . .

λn


我们当然有D与A⊤A相似。那么由于rank是相似不变量(见Theorem 5.21)，我

们得到

rank(D) = rank(A⊤A) = rank(A) = k.

显然，作为对角矩阵D =


λ1

λ2

. . .

λn

的秩等于k必然意味着λ1 ≥ λ2 ≥

. . . ≥ λk > 0且λk+1 = . . . = λn = 0。

• 我们证明关于矩阵U的一些性质。我们令V =
[
v1 . . . vn

]
∈ Mn×n为A⊤A正

交对角化中出现的正交矩阵，即D = V ⊤(A⊤A)V。

首先证明{Av1, . . . , Avk}是Rm里的一个正交集合。注意由V的定义可知，v1, . . . ,vn是A⊤A关

于λ1, . . . , λn的特征向量且{v1, . . . ,vn}本身是Rn里的一个标准正交基底，因

此{v1, . . . ,vk}本身是Rn里的一个正交集合。

对于任何i, j = 1, . . . , k，我们有

Avi ·Avj = (Avi)
⊤(Avj) = v⊤i (A

⊤A)vj = vi ·(A⊤A)vj = vi ·(λj)vj = λjvi ·vj.

因此，基于{v1, . . . ,vk}本身是Rn里的一个正交规范集合，可得

Avi · Avj =

0如果 i ̸= j

λj 如果 i = j

同理可证，对于i = k + 1, . . . , n，因为Avi = λivi，我们有

∥Avi∥2= Avi · Avi = λi︸︷︷︸
=0

∥vi∥2= 0.

因此，Avi = 0对i = k + 1, . . . , n成立。

现在，对i = 1, . . . , k，令

ui =
1

σi

Avi, σi =
√
λi > 0,
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对i, j = 1, . . . , k，我们有

ui · uj =
1

σi

Avi ·
1

σj

Avj =
1

σiσj

(Avi · Avj) =

0如果 i ̸= j

1
λi
× λi = 1如果 i = j

.

因此{u1, . . . ,uk}是Rm里的一个正交规范集合。利用基底扩充与Gram–Schmidt算

法，可将其扩充为{u1, . . . ,uk,uk+1, . . . ,um}是Rm里的一个标准正交基底。

• 最后我们验证在算法里定义的矩阵U, V,Σ确实满足A = UΣV ⊤。

对于U =
[
u1 . . . um

]
，由于它的列向量组成了Rm里的一个标准正交基底，

U ∈ Mm×m是一个正交矩阵。令

Σ =



σ1

σ2

. . .

σk

0
. . .

0


,

那么利用矩阵乘法容易求得

UΣ =
[
σ1u1 σ2u2 . . . σkuk 0 . . . 0

]
=

[
σ1

1
σ1
Av1 σ2

1
σ2
Av2 . . . σk

1
σk
Avk 0 . . . 0

]
=

[
Av1 Av2 . . . Avk 0 . . . 0

]
.

由于我们之前证明了Avi = 0对i = k + 1, . . . , n成立，所以

UΣ =
[
Av1 Av2 . . . Avk 0 . . . 0

]
=

[
Av1 Av2 . . . Avk Avk+1 . . . Avn

]
= AV,

因此，由于V是一个正交矩阵，由UΣ = AV可得

A = UΣV ⊤.
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