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第六章 微分方程

第六章 微分方程

【引例1】

6.1.1 引例
6.1  微分方程的概念

解：

设曲线 ( )y f x 上任意点 处切线的斜率为( , )x y 2 ,x

且曲线经过点 求此曲线的方程。(1,4),

2 ,y x 由题意知：

得 3,c 1 4,xy  又由

c所以， 2 ,y x c  其中 为常数，

2 3y x  。因此：
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6.1 微分方程的概念

【引例2】

解：

为秒。s为米，共行驶了多少米？ m其中

问列车从制动开始到完全停止

2

2
d 0.4,
d

S a
t

  由题意知：

得：1 220, 0,c c 
0 0

0

d0, 20,
dt t

t

SS v
t 



  又由

2
1 20.2 ,S t c t c   1

d 0.4 ,
d
Sv t c
t

   所以，

设一列车在平直线路上以 20 /m s 的速度行驶，当列车
20.4 / ,m s制动时，获得加速度为

因此， 20.2 20 ,S t t   时， 50( ),t s0v当

故， 20.2 50 20 50 500 ( )S m      。
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6.1 微分方程的概念

6.1.2 微分方程的概念

含有自变量、函数及函数的各阶导数的方程：
( )( , , , , , ) 0nF x y y y y   称为微分方程。

• 微分方程的阶
微分方程中导数的最高阶称为微分方程的阶。

• 微分方程的解

满足微分方程的函数称为微分方程的解，如果解中含有

独立的任意常数且个数等于与阶数相同，则此解称为通解。

确定了任意常数的解称为特解，确定任意常数的条件称为初始条件。
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6.2 一阶微分方程

6.2.1 可分离变量的微分方程

6.2  一阶微分方程

可分离变量的微分方程具有如下形式：

一阶微分方程的一般形式为： ( , , ) 0,F x y y 

我们主要讨论一阶微分方程 的几种特殊类型。( , )y f x y 

或
d ( ) ( )
d

y f x g y
x
  ( ) ( )d ( ) ( )d 0P x Q y x R x S y y   

分离变量，两边积分：
1 d ( )d ,
( )

y f x x c
g y

  

得微分方程的通解为： ( ) ( )G y F x c 
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6.2  一阶微分方程

【例题1】

解：分离变量，两边积分： 2
1 1d d ,

1
y x c

y x
 


 

通解为： ln| | arctan ,y x c 

求解微分方程： 21
yy
x

 


。

或 arctan
1 e ,xy c  其中 1ln| |c c 为常数，
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6.2 一阶微分方程

【例题2】

解：分离变量，两边积分：

2
1 1 1 2d d [ ]d

1 22
y x x

y x xx x
  


  

通解为：ln| | ln| | ln| |,
1 2

xy c
x

 


或 ,
1 2

cxy
x




求微分方程： 2d (2 )d 0y x x x y   满足条件 1 2xy   的特解。

2,c由于 1 2,xy   故

特解为：
2
2 1

xy
x




。
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6.2 一阶微分方程

【例题3】

解：

设水流速度与其位置到两岸的距离的乘积成的距离为 ,l
一艘船以指向正北的速度 0v 朝河对岸驶去，两岸间

建立坐标系，设正北方向为 y 轴正向，水流流向 x 轴正向，

0
d ,
d

d ( ),
d

y v
t

x k y l y
t

 

    


,k 求船到达河对岸时的位置。正比，比例系数为

所以， 0d 1 ,
d ( )

vy
x k y l y
 



设船从原点出发，在 t 时刻位于 ( , )P x y 处，

是可分离变量的微分方程。

由已知条件可得： P
x

y

O

0v
l
y
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6.2 一阶微分方程

【例题3】解(续)：

当 y l 时，有
3

06
klx
v

 。

分离变量，两边积分： 2 0( )d d
v

l y y y x
k

  

通解为： 2 3 01 ,
2 3

vl y y x c
k

     

0,c由于 0 0,xy   故

所以，特解为： 2 3

0

1( ),
2 3

k lx y y
v

   
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6.2 一阶微分方程

6.2.2 齐次微分方程

形如： 的微分方程称为齐次微分方程，d ( )
d

y y
x x



分离变量，两边积分：
1 1d d ,

( )
u x

u u x


 

微分方程的通解为： ( ) ln | | ,u x c  

简称齐次方程。
d d ,
d d

y uu x
x x
  令 , ,yu y x u

x
   则

此时原方程化为 d ( )
d

uu x u
x

   是可分离变量的微分方程，

( ) ln | |y x c
x

   。或
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6.2 一阶微分方程

【例题4】

解：

分离变量，两边积分：
1 1d d
eu u x

x
 

通解为： e ln| | ,u x c   或 e ln| |
y
x x c


   。

求微分方程： e
y
xx y y x    。

d d ,
d d

y uu x
x x
  令 , ,yu y x u

x
   则

此时原方程化为 d e
d

uuu x u
x

   

先将微分方程化为： e
y
xyy

x
   是齐次方程，
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6.2 一阶微分方程

【例题5】

解：

通解为：ln|sin | ln| | ln| | ,u y c  或 sin x cy
y
 。

求微分方程： d ( tan )d 0xy x x y y
y

     。

d d ,
d d

x uu y
y y
  令 , ,xu x y u

y
   则

此题是齐次微分方程的一种变化形式，

考虑把 y 看成自变量，而把 x 看成因变量，

所以： d tan ,
d

uu y u u
y

   
1 1d d

tan
u y

u y
 

原方程化为
d tan
d

x x x
y y y
  是齐次方程，
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6.2 一阶微分方程

【例题6】

解： 2 2 ,d x y 曲线上的点 ( , )P x y 到原点的距离为：

设 C 是一条平面曲线，其上任意一点 到原点( , )( 0)P x y x

C轴上的截距，且曲线y的距离恒等于曲线在该点的切线在

经过点 C 的方程。
1( ,0),
2

求曲线

( ),Y y y X x  曲线 C 上经过点 ( , )P x y 的切线方程为：

由题意知：,Y y x y  在 y 轴上的截距为：

是齐次方程。2 2 ,y x y x y    或： 21 ( )y yy
x x

   
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6.2 一阶微分方程

【例题6】解(续)：

因此，曲线方程为： 2 2 1
2

y x y   。

分离变量，两边积分：
2

1 1d d ,
1

u x
xu

 


 

通解为： 2ln| 1 | ln| | ln| |,u u x c   

1,
2

c由于曲线经过点
1( ,0),
2 故

或： 2 2 ,y x y c  

d d ,
d d

y uu x
x x
  令 , ,yu y x u

x
   则 故： 2d 1 ,

d
ux u
x

   
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Q
P

x

y

O x

a

y

a




6.2 一阶微分方程

【例题7】

解：

追逐方向为： ,PQ


所以

田野上有四条猎犬，分别在距训犬人距离为 a 的东南

侧的猎犬，求初始位置在东面的猎犬的运动轨迹。

西北处，一声令下，每头猎犬均以同样的速度追向其左上

而位于北面的猎犬在 t 时刻位于 ( , ),Q y x

是齐次方程。

1d tan tan ,
d 1

y
y x y x

yx x y
x

 


   
 

时刻位于建立坐标系，设位于东面的猎犬在 t ( , ),P x y
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6.2 一阶微分方程

【例题7】 解(续)：

得通解为： 21 1arctan ln(1 ) ln| | ln| | ,
2 2

u u x c    

或 2 21arctan ln[ ( )]
2

y c x y
x

   ，

2
1 1d d ,
1

u u x
xu


 


 分离变量，积分

或：
2d 1 1 ,

d 1 1
u u ux u
x u u

 
     

 

d d ,
d d

y uu x
x x
  令 , ,yu y x u

x
   则

所以：
d 1 ,
d 1

u uu x
x u


   



或
2 2

2
1arctan ln
2

y x y
x a


  ，极坐标形式为： er a   。

( ) 0y a 由 2 ,c a得
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6.2 一阶微分方程

• 可化为基本型的微分方程

微分方程
d ( ),( 0)
d

y f ax by c b
x
   

解：

通解为：arctan u x c 

d d ,
d d

u ya b
x x
  令 ,u ax by c   则

微分方程化为：d ( )
d

u a b f u
x
   是可分离变量的微分方程。

arctan( )x y x c   。或

形式一：

【例题8】求解微分方程： 2d ( )
d

y x y
x
  。

2d 1 ,
d

u u
x
 令 ,u x y  则微分方程化为：



19

6.2 一阶微分方程

微分方程 1 1 1

2 2 2

d ( ),
d

a x b y cy f
x a x b y c

 


 

令： 0 0, ,X x x Y y y   1 1

2 2

a b
a b

当 1 2,c c 不全为零，且 时，

形式二：

1 1 1

2 2 2

0

0

a x b y c

a x b y c

  
   

取 0 0( , )x y 是方程组： 的解，

则微分方程化为:
1 1

1 1

2 2
2 2

d ( ) ( )
d

Ya ba X bYY Xf f YX a X b Y a b
X

 
 

  
是齐次方程。

则： 1 1 1 1 1 1 0 1 0 1 ,a x b y c a X b Y a x b y c      

2 2 2 2 2 2 0 2 0 2 ,a x b y c a X b Y a x b y c      
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6.2 一阶微分方程

解：

通解为： 21 1ln | 2 1 | ln | | ln | |
2 2

u u X c     ， 2 22 ,Y XY X c  或

【例题9】求解微分方程：d 3
d 1

y x y
x x y

 


 
。

d ,
d

Y X Y
X X Y





令 1, 2 ,X x Y y    则微分方程化为：

得： 0 01, 2,x y  
3 0
1 0

x y
x y
  

   
先解方程组：

d d ,
d d

Y uu X
X X
  设 , ,Yu Y X u

X
   则

所以， 2
d 1 1 d, d ,
d 1 2 1

u u u Xu X u
X u Xu u

 
     

  

故，原微分方程的通解为： 2 22 6 2 1 0y xy x x y      。
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6.2 一阶微分方程

6.2.3 一阶线性微分方程

形如： ( ) ( ) (1)y p x y q x    

齐次线性微分方程是可分离变量的：d ( ) dy p x x
y
  

的微分方程称为一阶线性微分方程，

当 ( ) 0,q x  方程 ( ) 0 (2)y p x y    

称为非齐次项。( )q x其中 为连续函数，( ), ( )p x q x

称为齐次线性微分方程，

ln | | ( )d ln | |y p x x c  通解为： ( )de p x xy c   。或：

或称非齐次对应的齐次微分方程。
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6.2 一阶微分方程

• 一阶线性微分方程：

( ) ( ) (1)y p x y q x    

所以，一阶线性微分方程的通解公式为：
( )d ( )de [ ( ) e d ]p x x p x xy q x x c     。

解法1: 则可得：( )de p x x ，方程 两边乘上(1)

( )d ( )d[ e ] ( ) ep x x p x xy q x    ，

注意：这种方法称为积分因子法，我们以后会进一步介绍。
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6.2 一阶微分方程

• 一阶非齐次线性微分方程： ( ) ( ) (1)y p x y q x    

所以，同样可得到一阶线性微分方程的通解公式为：
( )d ( )de [ ( ) e d ]p x x p x xy q x x c     。

解法2:

设 ( )d( ) e p x xy c x   微分方程 的解，(1)

常数变易法

( )de p x xy c   ，

由于 (1) 对应的齐次线性微分方程 (2) 的通解为：

则 ( )d( ) e ( )p x xc x q x   ( )d
1( ) ( ) e ,p x xc x q x c   

注意：通解公式要求: (1)  标准化，(2)  一个c 。
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6.2 一阶微分方程

解：

ln ln ln ln1e [ e d ]x x x c
x

   
21 ln 1 1( d ) ( ln )

ln ln 2
x x c x c

x x x
    。

【例题10】求解微分方程： ln d ( ln ) d 0x x y y x x     。

是一阶线性微分方程，
1( )d d lnln ,
ln

p x x x x
x x

  分两步：先计算

1 1
ln

y y
x x x

  将微分方程标准化：

然后由公式，可得通解为：
( )d ( )de [ ( ) e d ]p x x p x xy q x x c    

注：一般在求微分方程通解时，不考虑绝对值问题。
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6.2 一阶微分方程

解：

3 ln 3 ln 3 1e [ ( ) e d ] ( )
2 2

y yy y c y c
y

       。

【例题11】求解微分方程： 2
d 2
d 6

y y
x x y



。

考虑微分方程的变化形式，将微分方程化为：
d 3 ,
d 2

x yx
y y
  

2d 6 ,
d 2

x x y
y y


 再将微分方程标准化：

3( )d d 3ln ,p y y y y
y

    而：

( )d ( )de [ ( ) e d ]p y y p y yx q y y c    

由通解公式得：



26

6.2 一阶微分方程

解：

e [2e ]x x c   。

【例题12】

这是积分方程，通常遇到变上限函数直接选择求导数！
2( ) ( ) 2 e ,xf x f x   求导得： 2( ) ( ) 2 e ,xf x f x   标准化：

( 1)d ( 1)d2( ) e [ 2e e d ]x xxf x x c      

由通解公式得：

设函数 ( )f x 连续，且 2
0( ) ( )d e ,x xf x f t t  求 ( )f x 。

(0) 1,f 注意：此题有隐含初始条件： 1,c  所以：

2( ) 2 e ex xf x    。因此：

思考：能否对积分方程求导？
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6.2 一阶微分方程

6.2.4 伯努里(Bernoulli)方程

形如： ( ) ( ) ( 0,1)y p x y q x y     

的微分方程称为伯努里(Bernoulli)方程。

原微分方程化为： (1 ) ( ) (1 ) ( )z p x z q x        

(1 ) ,z y y     则1 ,z y 作变量代换，令

是一阶线性微分方程。
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6.2 一阶微分方程

解：

1 1( ln d ) ( ln ) ,y y c y y y c
y y

    

【例题13】求解微分方程： 2d ( ln )d 0y x x x y y   。

考虑微分方程的变化形式，将微分方程化为：
2d 1 ln

d
x yx x
y y y
    是伯努里方程，

1 1d dlne [ e d ]
y y

y yyz y c
y

 
   

由通解公式得：

1 ,z x令： 1 ln ,yz z
y y

   则原微分方程化为：

原微分方程的通解： 1 1 ( ln )x y y y c
y

    。
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6.2 一阶微分方程

解：

【例题14】求解微分方程： (e ) 2yx y   。

微分方程可化为：
2e ,yy
x

   怎么办？

2 1( ) ,x c
x

  
2 2( )d ( )d

e [ ( 1) e d ]
x x

x xz x c
       

2( ),u u u
x

   原微分方程化为：

原微分方程的通解： 2e y x c x   。

e ,yu y u y     则e ,yu作变量代换，令

是伯努里方程，22u u u
x

   

1 ,z u令：
2 1,z z
x

    则： 由通解公式得：
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第六章 微分方程

本次课程内容小结

下次课程内容预告



31

第六章 微分方程

谢 谢 ！


