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《高等数学(I)》

高等数学 (I)

主讲教师：李铮
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高等数学(I)

上一次课程内容回顾
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第五章 积分学

第五章 积分学

5.5.5 定积分的综合例题

5.5  定积分的计算

解：

求极限
2 2

0
40

( )d
lim

x

x

t f x t t
I

x

 
 

。

(0) 0,f 设函数 ( )f x 在点 的邻域内可导，且0x

设 则2 2 ,x t u  2
02 2

0
1 1d d , ( )d ( )d
2 2

x
xt t u t f x t t f u u     

2

2 20
4 3 20 0 0

1 ( )d ( ) 1 ( ) (0) 12lim lim lim (0)
4 44

x

x x x

f u u f x x f x fI f
x x x  

     


。所以

【例题1】
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5.5 定积分的计算

证明：

【例题2】

在 [ , ]a b 上积分得

2 2 2 2[ ( ) ( )] 0 ( ) 2 ( ) ( ) ( ) 0t f x g x t f x t f x g x g x         ，由于

即 2 2 2[2 ( ) ( )d ] 4 ( )d ( )d ,b b b
a a af x g x x f x x g x x      证毕。

设函数 ( ), ( ) [ , ],f x g x R a b 证明许瓦兹不等式：

0, t由于 为任意实数，所以

2 2 2[ ( ) ( )d ] ( )d ( )db b b
a a af x g x x f x x g x x     。(Schwarz)

2 2 2( )d 2 ( ) ( )d ( )d 0b b b
a a at f x x t f x g x x g x x       
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5.5 定积分的计算

证明：

所以 ( 2) ( ) ,G x G x C   又 (0) 0, (2) 0,G G 

2 2
0( 2) ( ) 2 ( )d 2 ( )dx

xG x G x f t t f t t    

设函数 ( )f x 是以 为周期的周期函数且连续，证明：2T 【例题3】
2

0 0( ) 2 ( )d ( )dxG x f t t x f t t   也是以 为周期的周期函数。2T 

故 0,C 

[ ( 2) ( )] 2 [ ( 2) ( )] 0G x G x f x f x      

即 ( 2) ( ),G x G x  证毕。
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5.5 定积分的计算

解：

设 e
1

( )d ,f x x A
x

 则 2( ) ln 2 ,f x x x A  

【例题4】设函数 ( )f x 连续且满足 e2
1

( )( ) ln 2 d ,f xf x x x x
x

   ( )f x 。求

当函数可积时，定积分是一个常数！

所以
e2 ee 2 2 2

1 11

ln 2 1 1d (ln ) ( 1)
2 2

x x AA x x A x A e
x

 
      

故 2
2 2
1 1, ( ) ln
2e e

A f x x x    。
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5.5 定积分的计算

解：

极大值
21

max 0
1 1(0) e d (1 )
2 e

tf t t    。极小值 min( 1) 0,f  

【例题5】求函数
2 22

1 ( )e dx ty x t t  的单调区间和极值。
2 22 22

1 1e d e dx xt ty x t t t     ，

列表如下：0 0, 1,y x x     

2 22 4 4 22 2
1 12 e d e 2 e 2 2 e dx xt x x ty x t x x x x x t             ，

单调减区间：( , 1),(0,1) , 
( )f x

( )f x

x ( , 1)  ( 1, 0) ( 0 , 1 ) (1, )1 0 1

000 

  0 0*

单调增区间：( 1,0),(1 + ) ， ，
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5.5 定积分的计算

证明：作函数 1( ) e ( ),xF x x f x   则由积分中值定理得：

【例题6】设函数 ( ) [0,1],f x D 且
1

1
0(1) e ( )d , ( 1)xkf k x f x x k    

由罗尔定理知， ( ,1) (0,1),    使得 ( ) 0,F  

证明： 使得(0,1),  1( ) (1 ) ( )f f     。

而 1 1 1( ) e ( ) e ( ) e ( )x x xF x f x x f x x f x          

1

0
1(1) (1) ( )d ( ), [0, ],kF f k F x x F
k

     

故 1( ) (1 ) ( ) ,f f     证毕。1e 0  ，
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5.5 定积分的计算

证明：

【例题7】设函数 ( )f x 在 [0, ]a 上非负，且 (0) 0, ( ) 0,f f x 

而 0 0
2 2 2( ) ( ) ( )d ( ) ( ) ( )d
3 3 3 3

t tt tF t t f t f x x f t f t f x x         

作函数
0 0

2( ) ( )d ( )d ,
3

t ttF t x f x x f x x   则： (0) 0,F 

0 0
2( )d ( )d
3

a aax f x x f x x  。证明：

证毕。

又(0) 0,F  1 2 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3 3 3 3 3

t tF t f t f t f t f t f t         

又(0) 0,F  1 1( ) ( ) ( ) ( ) 0,
3 3 3

tF t f t f t f t        

所以，当 0x  时， ( ) (0) 0 ( ) (0) 0 ( ) (0) 0,F t F F t F F t F          
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5.5 定积分的计算

证明：

【例题8】设函数 ( )f x 在 [ , ]a b 上有连续导数，证明：

由积分中值定理知， [ , ],a b  使得 1 ( )d ( ),b
a f x x f

b a


 

1| ( )d | | ( ) |d max | ( ) |b b
a a a x b

f x x f x x f x
b a  

 
   。

证毕。

如果 0x  不等式显然成立；

而由 ( )f x 0max | ( ) | | ( ) |,
a x b

f x f x
 

使得0 [ , ],x a b 在 [ , ]a b 上连续，知

0 0
0| ( ) |d | | ( ) |d | | ( )d | | ( ) ( )|b x x

a f x x f x x f x x f x f         当 0x  时，

0 0| ( )| | ( ) ( )| | ( )|f f x f f x     因此，左 右，
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5.5 定积分的计算

证明：

【例题9】

证毕。

设函数 ( )f x 在 [0 1]， 上有二阶导数，且 (0) (1) 0,f f 
1
0

( )| |d 4
( )

f x x
f x


 。当 (0,1)x 时， ( ) 0,f x  证明：

分别在 0 0[0, ],[ ,1]x x 应用拉格朗日定理得：

0 0 0 0( ) (0) ( ) , (1) ( ) ( )(1 ),f x f f x f f x f x        0 0(0, ), ( ,1),x x  其中

由 ( )f x 00 1
max | ( ) | | ( ) |,

x
f x f x

 
使得0 [0,1],x 在 [0,1] 上连续，知

显然 0 (0,1),x  所以：1 1
0 0

0

( ) 1| |d | ( )|d
( ) | ( )|

f x x f x x
f x f x


  ，

由于 1
0 | ( ) |d | | ( ) |d | ( ) ( ) |f x x f x x f f

        
0 0

0 0
0 0 0 0

( ) ( ) 1| | | ( ) | 4| ( ) |,
1 (1 )
f x f x

f x f x
x x x x


    

  

0 0
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5.5 定积分的计算

证明：

【例题10】

证毕。

设函数 ( )f x 在 [ , ]a a 上有二阶连续导数，且 (0) 0,f 
3

( )d ( )
3

a
a

af x x f 
 。使得[ , ],a a  证明：

由一阶泰勒公式知：

介于 0, x21( ) (0) (0) ( ) ,
2!

f x f f x f x      其中 之间，
21( )d ( ) d ,

2
a a
a af x x f x x 

  由已知条件得：

所以 2 2 2( ) ,m x f x M x    

, ,m M又由 ( )f x 使得二阶导数连续可得： ( )m f x M 

因此
3 3

21 ( ) d
3 2 3

a
a

a am f x x M
    

或
2

3

1 ( ) d
2 ,

3

a
a f x x

m M
a


 

 
 3

21 ( ) d ( ) ,
2 3

a
a

af x x f 
  故
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5.5 定积分的计算

• 矩形法

5.5.6  定积分的近似计算 *

没有初等形式的原函数，给定积分计算带来困难，如果能够计算

曲边梯形的面积，那么面积的近似值就可以作为定积分的近似值。

由于定积分的几何意义是曲边梯形的面积，而存在很多函数

把曲边梯形分成若干小块，用小矩形的面积

来代替小曲边梯形的面积，这种方法称为矩形法。
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5.5 定积分的计算

• 梯形法

把曲边梯形分成若干小块，用小梯形的面积

来代替小曲边梯形的面积，这种方法称为梯形法。

矩形法和梯形法的基本思想是在各个小段上以直线代替曲线，

为了提高精度，可用简单曲线来代替曲线。

• 抛物线法又称辛普生(Simpson)方法

( ),y f x来代替曲线2y ax bx c  用抛物线

2 1n分割成[ , ]a b注意：需将积分区间 等分，略。
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5.6 定积分的应用

5.6.1  定积分的元素法

5.6  定积分的应用

在积分区间内任取小区间 [ , d ],x x x

在定积分存在的条件下，可将定积分简化为两个步骤：

[ , ],a b(1) 选取积分变量如 确定积分变量的变化区间如x，

d ( )d ,S f x x得到积分元素

(2) 在积分区间 [ , ]a b 上对积分元素进行积分：

d ( )d ,b b
a aS S f x x  

这种方法称为定积分的元素法。相当于将直线的“面积”连续相加。

x

y

O a bx
dx x

dS
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5.6 定积分的应用

5.6.2  定积分的几何应用
1.  平面图形的面积

(1)  直角坐标 型---" "X

所围平面图形的面积。

d [ ( ) ( )]db b
a aS S f x g x x    。

[ , ],a b,x 由元素法可得：取积分变量为 变化区间为

设函数 ( ), ( )f x g x 在 [ , ]a b 上连续，且

计算由曲线( ) ( ), [ , ],f x g x x a b  

与直线 , ,x a x b ( ), ( )y f x y g x 
x

y

O a bx
dx x

dS

( )y f x

( )y g x
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5.6 定积分的应用

• 平面图形的面积

(2)  直角坐标 型---" "Y

所围平面图形的面积。

d [ ( ) ( )]dd d
c cS S y y y     。

[ , ],c dy 由元素法可得：取积分变量为 变化区间为

设函数 ( ), ( )y y  在 [ , ]c d 上连续，且

计算由曲线( ) ( ), [ , ],y y y c d   

与直线 , ,y c y d ( ), ( )x y x y  

x

y

O

c

d
y

dy y

dS

( )x y

( )x y
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5.5 定积分的计算

解：

【例题11】求由抛物线 2 2y x 所围图形的面积。4y x 与直线

两曲线的交点为： 如图，(2, 2),(8,4),

" "Y选择 型计算，
4 2
2

1[( 4) ]d
2

S y y y  

注意：如果选择 " "X 型计算，需要分两部分计算。

4
2 3

2

1 1( 4 ) 18
2 6

y y y


    。

x

y

O
2

4

8

y

2
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5.6 定积分的应用

• 平面图形的面积

(3)  极坐标

曲边扇形的面积。

21d ( )d
2

S S r 
      。

[ , ], ，取积分变量为 变化区间为

曲线与射线 , ( )        所围成的

表示的连续计算由极坐标方程 ( )r r 

x

y

O


d



dS
( )r r 

由元素法可得： 21d ( )d ,
2

S r  
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5.5 定积分的计算

解：

【例题12】

双纽线的极坐标方程为： 2 2cos2r a 

圆的方程为： 2 21
2

r a

在第一挂限内的交点为： 1π
6

 

由对称性，只需计算第一挂限部分，

1 1π π2 2 2 26 4
10 π
6

1 1 1 1 34 [ d cos2 d ] π (1 )
2 2 2 6 2

S a a a a         。

部分的面积。

注意：双纽线有两条切线： 1π,
4

 

x

y

O

1 π
4

a

1 π
6

求双纽线 2 2 2 2 2 2( ) ( )x y a x y   2 2 21
2

x y a 在圆 内

所求面积由两部分组成，
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5.6 定积分的应用

2.  平行截面面积为已知的立体体积

[ , ],a b,x取积分变量为 变化区间为

去截该立体得到的截面面积是 x 的连续函数

设一个空间立体 如果用垂直于， Ox 轴的平面

可由定积分元素法计算得到, 如图，

那么该立体的体积( ), [ , ],S x x a b

x

y

O a bx
dx x

( )S x

d ( )db b
a aV V S x x   。故所求体积为：

d ( )d ,V S x x[ , d ]x x x 上的积分元素(体积元素)为：

截面面积为：x在点 处， ( ) ,S x 在小区间
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5.5 定积分的计算

解：

【例题13】

2
2 2 2

2( ) (2 ) 4 5 (1 ) 100 ,
10
xS x y x      

的截面都是正方形，求其体积。

有一个立体，以椭圆
2 2

2 2 1
10 5
x y

  为底，垂直于 轴x

[ 10,10],,x取积分变量为 变化区间为

10 10 2
10 10

4000d (100 )d
3

V V x x      。故所求体积为：

d ( )d ,V S x x

[ , d ]x x x在小区间 上的积分元素(体积元素)为：

x

y

O x

( )S x

截面面积为：x在点 处，
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5.6 定积分的应用

• 旋转体的体积

[ , ],a b,x(1)  取积分变量为 变化区间为

(1)  绕 x 轴旋转一周所得旋转体的体积；

2d π ( )db b
x a aV V f x x    。故旋转体体积为：

截面面积为：x在点 处， 2( ) π ( ) ,S x f x

d ( )d ,V S x x[ , d ]x x x 上的积分元素(体积元素)为：在小区间

计算由连续曲线 直线( )y f x ,x a x b  及 x 轴所围平面图形

(2)  绕 y 轴旋转一周所得旋转体的体积。

解：
x

y

O a bx

( )y f x
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5.6 定积分的应用

• 旋转体的体积

[ , ],a b,x(2) 取积分变量为 变化区间为

d 2π ( )db b
y a aV V x f x x     。故旋转体体积为：

截面面积为：x在点 处，

[ , d ]x x x 上的积分元素(体积元素)为：在小区间

解：

x

y

O a bx

( )y f x

( ) 2π ( ) ,S x x f x 

d ( )d ,V S x x

( )f x

2πx

这种求体积的方法称为“薄壳法”。
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5.6 定积分的应用

3.  平面曲线的弧长

证明：详细证明见书《微积分》(上册) p285,

定理：设平面曲线弧段 的方程为：AB ( ), ( ),y f x a x b  

其中： (1)[ , ],f C a b 则弧段 是可求长的，AB

且其弧长为： 21 ( ) db
as f x x  。

下面给出证明的基本思想及主要步骤：

( , ),( 1,2, , )i i iM x y i n AB由定积分定义，将弧段 n分割成 小段，

1i iM M 的长度为： 2 2 2
1| | ( ) ( ) 1 ( ) ,i

i i i i i
i

y
M M x y x

x


      


小弧段

( ),i
i

i

y
f

x


 


注意： 再求和、求极限即可得证，略。

0A M

nB M

1iM 
iM
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5.6 定积分的应用

• 平面曲线的弧长

(1).  直角坐标

弧长： 21 ( ) db
as f x x  。

弧微分： 2 2d (d ) (d )s x y  。

解： 222 2
0 0 2 2 0

8 1 ( ) d 8 d 8 arcsin 2π

RR R
R xs y x x R R

RR x
      


  。

的周长。2 2 2x y R 求圆

弧微分： 2 2 2d (d ) (d ) 1 ( ) ds x y f x x    ，

设平面曲线方程为： ( ), ( ),y f x a x b   其中： (1)[ , ],f C a b 则

【例题14】
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5.5 定积分的计算

解：

【例题15】求曲线 2
3 3 dxy t t  的全长。

23 ,y x  

3 32 2
3 31 ( ) d 4 ds y x x x 

    弧长

1 1 1π π π2 23 3 3
1 00π
3

44cos d 2 4cos d (4 2sin2 ) π+ 3
3

S u u u u u u


      。

令 2sin ,x u 则：
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5.6 定积分的应用

• 平面曲线的弧长

(2).  参数方程

设平面曲线方程为： ( )
, ( ),

( )
x t

t
y t


 




  

弧长： 2 2( ) ( ) ds t t t
     。

弧微分： 2 2 2 2d (d ) (d ) ( ) ( ) ds x y t t t      ，

其中： (1)( ), ( ) [ , ],t t C    则
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5.6 定积分的应用

所以，弧长：

的全长。
3

3

cos
,( 0)

sin

x a t
a

y a t

  


求星形线

解： 2 2( ) 3 cos sin , ( ) 3 sin cos ,t a t t t a t t      

1 1
2 22 2

0 04 ( ) ( ) d 12 sin cos d 6s t t t a t t t a
 

          。

【例题16】
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5.6 定积分的应用

• 平面曲线的弧长

(3).  极坐标

设平面曲线的极坐标方程为： ( ), ( ),r r t    

弧长： 2 2( ) ( ) ds r r t
    。

弧微分： 2 2 2 2d (d ) (d ) ( ) ( ) ds x y r r      ，

其中： (1)( ) [ , ],r C  

将曲线化为参数方程为：
( )cos

, ( ),
( )sin

x r
t

y r
 

 
 


  

则
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5.6 定积分的应用

直接由弧长计算公式得：

的全长。(1 cos ),( 0)r a a  求心脏线

解：

2 2 2
0 02 ( ) ( ) d 2 2 (1 cos ) ds r r a          

04 | cos |d 8
2

a a     。

【例题17】
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5.6 定积分的应用

4.  旋转曲面的面积

d s注意:  是一窄条的面积，宽度为小弧长：

因此，旋转曲面的面积为：

一周所得旋转曲面的面积。

设光滑曲线方程为 ( ) ( )y f x a x b   ，求曲线绕 x 轴旋转

利用元素法， ,x取积分变量为

d 2π ( )d ,S f x s积分元素(面积元素)为：

[ , ],a b变化区间为 [ , d ]x x x在小区间 上的

ds

2d 2π ( )d 2π ( ) 1 ( )db b b
a a aS S f x s f x f x x      。

x

y

O a bx

( )y f x

dx x



33

5.6 定积分的应用

所得旋转体的表面积。

的切线，并求由曲线、1y x 经过原点求曲线

解：

x切线及 x轴所围平面图形绕 轴旋转一周
【例题18】

0 0 0( )( )y y y x x x  则切线方程为：
0 0 0 0( , ) ( , 1 ),x y x x 设切点为： x

y

O 1 0x
0y

0 0
0

11 ( ),
2 1

y x x x
x

   


或： 0 2,x 由于切线经过原点，所以
1 ,
2

y x故切线方程为：

2 22
1 1 1

1 π2π 1 1 ( ) d π 4 3d (5 5 1),
62 1

S S x x x x
x

        


 抛

旋转曲面的表面积由两部分组成，

2
2 0

12π 1 d 5 π,
2 4
xS S x    锥 1 2

π (11 5 1)
6

S S S    。故：
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5.6 定积分的应用

1.  变力沿直线运动作功

通过例题说明如何应用元素法解决变力沿直线作功问题。

梯形上底为6米，下底为4米，高为2米，水池

建立如图坐标系，应用定积分元素法，

g h  注意：变力沿直线作功问题，形象描述为“ 元素法“。

【例题19】

5.6.3  定积分的物理应用 

长为8米，蓄满了水，现要将水池中的水全部

设一个横截面为等腰梯形的蓄水池，

抽到距水面20米高的水塔，问需作多少功？

解：

2
x

y

O 2
y

2

22
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5.6 定积分的应用

注：相当于把一层水(或冰)抽到水塔。

解：

2
x

y

O 2
y

2

22

[0,2],,y取积分变量为 变化区间为

d (22 ) ( )d ,W g y S y y    

[ , d ]y y y在小区间 上的积分元素为：

( ) 8 2 8 ( 4)S y x y      ，其中， 为水密度，
g 为重力加速度。

因此，所作的功：
2
0 (22 ) 8 ( 4)dW g y y y      

2 2
0

49248 (88 18 )d
3

g y y y g        。
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5.6 定积分的应用

2.  液体的静压力(水压力)

同样通过例题说明如何解决静压力问题。

【例题20】某个闸门的形状与大小描述如下：

所围成，其中线段二次抛物线与线段AB AB 的长度为

2米，当水面与闸门的上端持平时，欲使闸门矩形部分

5:4,承受的水压力与闸门下部承受的水压力之比为

解：

则闸门矩形部分的高应为多少米？

2
BA

CD
l

以直线 为对称轴，闸门的上部为矩形l ,ABCD 下部由

g h  静压力(或水压力)问题，同样可形象描述为“ 元素法“。
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5.6 定积分的应用

解：

,y取积分变量为

矩形部分承受的水压力为：

水压力为： ,P p S g h S      其中， , , , ,p g h S

分别为：压强、水密度、重力加速度、到水面距离、截面积。

11 2 2
1 1 1

( 1 ) 2d [2( 1) ] ,
hhP g h y y g h y y g h  
             

2 ,y x建立如图坐标系，设抛物线方程为：

应用定积分元素法，

1 BA

CD

y

x
O

1h

分别计算两部分承受的水压力,
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5.6 定积分的应用

解(续)：

1

2

5,
4

P
P
由题意知：

1 BA

CD

y

x
O

1h闸门下部分承受的水压力为：
1

2 0 ( 1 ) 2 dP g h y y y     
13 5

2 2

0

2 2 22 [ ( 1) ] 4 ( ) ,
3 5 3 15

hg h y y g           

2 24 5 4 ( )
3 15
hg h g        即：

故闸门矩形部分的高应为2米。

12,
3

h h  解得： (舍去)，
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5.7 反常积分

5.7.1  无穷区间上的反常积分

5.7  反常积分(又称广义积分)

定义1：

( )d lim ( )d ,b
a ab

f x x f x x


 且

lim ( )db
ab

f x x


若极限 收敛，( )da f x x
存在，则称反常积分

( )f x , [ , ],b a f R a b  在 上有定义，且[ , )a 设函数

发散。( )da f x x
反之，称反常积分 x

y

O a b
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5.7 反常积分

由于

+
21
1 d
(1 )

x
x x




 。计算

解：

2 21 1
1 1 1 1d [ ]d

1(1 )
b bx x

x xx x x
  


 

1

1 1 1[ ln ln(1 )] ln 1 ln2,
b bx x

x b b


         

【例题21】

所以 2 21 1
1 1d lim d 1 ln2
(1 ) (1 )

b

b
x x

x x x x



  

 
  。
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5.7 反常积分

+
1 e dxx x  。计算

解：由于 1 1

1 2e d ( e e ) ,
ee

bb x x x
b

bx x x   
       

【例题22】

而
1lim 0,

ebb

b





所以 1 1
2e d lim e d
e

bx x

b
x x x x  


     。
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5.7 反常积分

定义2：

( )d lim ( )d ,b b
aa

f x x f x x 
 且

lim ( )db
aa

f x x


若极限 收敛，( )db f x x存在，则称反常积分

( )f x , [ , ],a b f R a b  在 上有定义，且( , ]b设函数

发散。( )db f x x反之，称反常积分 x

y

Oa b
定义3： ( )f x R,c在 上有定义，若存在常数( , ) 设函数

均收敛，( )d , ( )dc
cf x x f x x

 使得反常积分 则称反常积分

收敛，且( )df x x
 ( )d ( )d ( )d ,c

cf x x f x x f x x 
    

发散。( )df x x
反之，称反常积分
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5.7 反常积分

解：

【例题23】 ,a k设 为常数，且 0,a  问 k 何值时，反常积分
1 dka x
x


 收敛？

1k 当 时， 1 d ln aa x x
x

    发散；

1

, 1

, 1
1

k

k

a k
k



 


  

1k 当 时，
11 d

1

k

ka
a

xx
kx


  



所以，

问题：反常积分 2
2 d

1
x x

x

 
 是否收敛？

1k 当 时，收敛，反常积分 1 dka x
x




1k 当 时，发散。反常积分 1 dka x
x
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5.7 反常积分
+
2 2

1 d
1

x
x x




 。计算

解法1： 令 sec ,x t

【例题24】

则
π
2
π2 2
3

1 1 πd sec tan d ;
sec tan 61

x t t t
t tx x

    


 

解法2： 令 1 ,x
u



则
12

0 2
1 2 02 2 2
2

1 1 πd ( )d arcsin
61 1

ux u u
ux x u

     
 

  。

注意：计算反常积分通常不需要讨论敛散性。



45

5.7 反常积分

5.7.2  无界函数的反常积分

定义4：

0
( )d lim ( )d ,b b

a af x x f x x  
 且

0
lim ( )db

a f x x  
若极限 存在，

发散。( )db
a f x x反之，称反常积分

则称反常积分 ( )db
a f x x 收敛，

0, [ , ],f R a b    

( )f x 在 上有定义，且( , ]a b设函数 ( )f a  或 ( 0) ,f a 

x

y

O a ba 
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5.7 反常积分

定义5：

0
( )d lim ( )d ,b b

a af x x f x x

 




 且

0
lim ( )db

a f x x

 




若极限 存在，

发散。( )db
a f x x反之，称反常积分

则称反常积分 ( )db
a f x x 收敛，

0, [ , ],f R a b    

( )f x 在 上有定义，且[ , )a b设函数 ( )f b  或 ( 0) ,f b 

x

y

O a bb 
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5.7 反常积分

定义6： ( )f x ( ) ,f c  在 上有定义，且[ , ),( , ]a c c b设函数

均收敛，( )d , ( )dc b
a cf x x f x x 若反常积分 则称反常积分

收敛，且( )db
a f x x ( )d ( )d ( )d ,b c b

a a cf x x f x x f x x   

发散。( )db
a f x x反之，称反常积分
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5.7 反常积分

解：

【例题25】问 k 何值时，反常积分 1 d
( )

b
ka x

x a 收敛？

1k 当 时， 1 d ln( )b b
aa x x a

x a
   

 发散；

1

, 1

( ) , 1
1

k

k

b a k
k



 

 

 

1k 当 时，
11 ( )d

1( )

bk
b

ka
a

x ax
kx a


 




所以， 1k 当 时，收敛，反常积分
1 d

( )
b

ka x
x a

1k 当 时，发散。反常积分
1 d

( )
b

ka x
x a
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5.7 反常积分

2
0 2

1 d
| 1|

x
x 

 。计算

解：

解：

2 1 2
0 0 12 2 2

1 1 1d d d
| 1| 1 1

x x x
x x x

 
  

  

【例题26】

令 2sec ,x t

21 2
0 1

πarcsin ln | 1 | ln | 2 3 |
2

x x x       。

1
1 d

1
x

x x



 。计算【例题27】

则
π
2

21 0
1 1d 2sec sec tan d π

sec tan1
x t t t t

t tx x
     


  。
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5.7 反常积分

0
1 d

(1 )(1 )
x

x x x


  
 。计算

解：

【例题28】

令 2tan ,x t

则
π

22
20 0

1 1d 2tan sec d
tan (1 tan ) sec(1 )(1 )

x t t t
t t tx x x

   
    

 

π π
2 2
0 0

1 cos π2 d 2 d
1 tan cos sin 2

tt t
t t t

  
   。
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第五章 积分学

本次课程内容小结

下次课程内容预告
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第五章 积分学

谢 谢 ！


