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上一次课程内容回顾
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第五章 积分学

第五章 积分学

【引例1】

5.4.1 定积分的定义

1.   定积分定义的引入

5.4  定积分的概念

的连续函数，计算在这个时间段内该物体所经过的路程。

,s v t 我们知道，匀速直线运动的路程为

设某个物体作变速直线运动，已知速度 ( ) 0v t  是 上1 2[ , ]T T

问题：变速运动路程怎么求？

变速直线运动的路程
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5.4 定积分的概念

【引例1】
• 基本思想：局部以不变代变！

• 基本步骤：分割、取值(近似)、求和、求极限。

在(2) 取值(近似)：在小时间段上取点 1[ , ]i it t 上的平均1[ , ],i i it t 

分割成 n1 2[ , ]T T(1) 分割：将时间段 个小时间段

1( ), ( ) ( ) ( )i i i i i i i iv v s v t t v t        速度和路程近似为：

1 1 0 1 2 1 2[ , ], ,i i n nt t T t t t t t T       

上物体经过的路程为
1 1

( ) ,
n n

i i i
i i

S s v t
 

    1 2[ , ]T T(3) 求和：在

则
0 1

lim ( )
n

i i
i

S v t



 

  。
1
max{ } 0,ii n

t
 

  (4) 求极限：令
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5.4  定积分的概念

【引例2】
设函数 ( ) 0f x  在区间 上连续，求由曲线[ , ]a b ( )y f x ，

直线 x及 轴所围曲边梯形的面积。,x a x b 
• 基本思想：局部以不变代变！

• 基本步骤：分割、取值(近似)、求和、求极限。

(2) 取值(近似)： 1[ , ], ( )i i i i i ix x S f x    

(1) 分割： 0 1 2 1 ,n na x x x x x b      

1 1
( ) ,

n n

i i i
i i

S S f x
 

    (3) 求和：

则
0 1

lim ( )
n

i i
i

S f x



 

  。
1
max{ } 0,ii n

x
 

  (4) 求极限：令

x

y

O a b1ix  ix

i

曲边梯形的面积
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5.4  定积分的概念

2.  定积分定义

设函数 ( )f x 在区间 上有定义，对[ , ]a b [ , ]a b 作任意的分割：

记
1

( )
n

i i
i

f x


如果和式1i i ix x x    ， 当 时有确定的
1
max{ } 0ii n

x
 

  

[ , ]a b积分下限和上限，把 称为积分区间。

内任取1[ , ]i ix x在 1[ , ]i i ix x 0 1 2 1 ,n na x x x x x b       ( 1,2, , ),i n 

则称函数,I ( )f x 在 [ , ]a b 上可积，记作： 把极限值 I[ , ],f R a b极限值

在( )f x 上的定积分，[ , ]a b称为函数 也称函数 [ , ]a b( )f x 在 上黎曼可积，

记作： ( )d ,b
a f x x 其中 ,a b

0 1
( )d lim ( ) ,

nb
i ia

i
f x x I f x




 
  即： 分别称为
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5.4  定积分的概念

3.  定积分存在定理

• 定理1(定积分存在定理)：

若函数 ( )f x 在区间 上连续或在[ , ]a b [ , ]a b 上有界且只有有限

( )f x 在 [ , ]a b个间断点，则函数 上可积或 [ , ]f R a b 。

曲边梯形的面积。• 定积分的几何意义：

由定积分的定义知，函数可积要求对于任意分割、任意取值

给出定积分存在的充分条件：

和式有确定的极限值，这显然是做不到的，在本课程中我们直接
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5.4 定积分的概念

【例题1】

解：显然函数 ( )f x x 上可积。上连续，故函数在 [0,1][0,1]在
1,ix
n

 等分，则[0,1] n此时，可选择最简单的分割将

利用定积分定义计算 1
0 dx x 。

上取 ,i i
ix
n

  1[ , ]i ix x在

所以 1
0

1 1

1 1d lim lim
2

n n

i in ni i

ix x x
n n


  

      。

利用定积分定义计算 2
1
1dx
x 。

解：函数 1( )f x
x

 上可积。上连续，故函数在 [1 2]，[1,2]在

【例题2】
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5.4 定积分的概念

【例题2】解：

在 [1,2] 个分点： 0 1 2 11 2n nx x x x x       ，1n内插入

( 1,2, , ),i
ix q i n  成等比数列，即1 2, , , nx x x使得

得 2 ,nq 2nq 由

则 2 1
11

1 1

1 1 1d lim lim ( 1) lim ( 2 1)
n n

i n
i in n ni ii

x x q q n
x q


   

        

由于

1

2 1lim ln2,1
n

n

n





此时， 1
1 ( 1),i

i i ix x x q q
    

1
1 ( 1,2, , ),i

i ix q i n 
   取

所以 2
1
1 d ln2x
x

 。
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5.4  定积分的概念

5.4.2 定积分的性质

1.  定积分与积分变量无关，即 ( )d ( )d ;b b
a af x x f t t 

2.  规定，当 a b 时， 故( )d ( )d ,b a
a bf x x f x x  ( )d 0;a

a f x x 

3. k其中 为常数；( )d ( )d ,b b
a ak f x x k f x x   

4. [ ( ) ( )]d ( )d ( )db b b
a a af x g x x f x x g x x    

定积分的性质 3，4 称为定积分的线性性质，

证明略。

由定积分定义易证，略。显然，应设 ( ), ( ) [ , ],f x g x R a b
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5.4  定积分的概念

5. 定积分的区间可加性

设 [ , ], ( , ),f R a b c a b   有 ( )d ( )d ( )d ;b c b
a a cf x x f x x f x x   

证明时注意：应该讨论 c 是否是 [ , ]a b 区间的分割点，略。

6.  若 [ , ], ( ) ( )x a b f x g x   ，则 ( )d ( )d ;b b
a af x x g x x 

7. ( )f x设 在 [ , ]a b 上的最大值、最小值分别为 则, ,M m

特别，| ( )d | | ( )|d ;b b
a af x x f x x  证明略。

( ) ( )d ( ) ;b
am b a f x x M b a    证明略。



12

5.4  定积分的概念

8.  定积分中值定理

( )d ( ) ( )b
a f x x f b a   。使得

( )f x由于函数 [ , ]a b在 上连续，所以证明： , ,m M
使得 由性质7可得( ) , [ , ]m f x M x a b    ，

( ) ( )d ( ) ;b
am b a f x x M b a   

( )db
a f x x

m M
b a

 


故

( )d
[ , ], ( ) ,

b
a f x x

a b f
b a

   


由介值定理可得 证毕。

( )db
a f x x

b a
通常把 ( )f x称为连续函数 [ , ]a b在 上的平均值。

( )f x设函数 [ , ]a b在 上连续，证明： [ , ],a b 定理2：
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5.4  定积分的概念

9.  定积分第二中值定理

证明：

( )d ( ) ( )d ( )db b b
a a am g x x f x g x x M g x x      故

( ) ( )d
[ , ], ( ) ,

( )d

b
a

b
a

f x g x x
a b f

g x x
 


   


由介值定理可得 证毕。

( ) , [ , ]m f x M x a b    ，

( ) ( )d ( ) ( )db b
a af x g x x f g x x    。使得[ , ],a b 证明：

( ), ( )f x g x设函数 [ , ]a b在 上连续，且 [ , ], ( ) 0x a b g x   ，定理3：

( )f x由于函数 [ , ]a b在 上连续，所以 , ,m M 使得
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5.5  定积分的计算

5.5.1 变上限函数及其导数

1.   变上限函数

5.5  定积分的计算

定义：设函数 ( )f x 在 上可积，则称函数[ , ]a b

[ , ]a b 上的变上限函数。

( ) ( )d ( [ , ])x
ax f t t x a b   为函数 在( )f x

x

y

O a bx
( )x
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5.5  定积分的计算

2.   变上限函数的导数

定理4：设函数 ( )f x 在 上连续，则变上限函数[ , ]a b

证明：

[ , ]a b( ) ( )d ( [ , ])x
ax f t t x a b   上可导，且在 ( ) ( )x f x  。

( ) ( )d ( )d ( )dx x x x x
a a xx f t t f t t f t t      

由于 ( )f x 在 上连续，所以由积分中值定理得[ , ]a b

( ) ( ) ,x f x   其中  介于 之间，,x x x

由导数定义得：
0

( )( ) lim ( ),
x

xx f x
x 

  


证毕。
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5.5 定积分的计算

【例题3】

解：

的导数 ( )x 。求变上限函数
0 2

sin( ) d
1

x tx t
t

 




2

sin( )
1

xx
x

 


。

解：

则复合函数 ( )( ) [ ( )] ( )dx
ay u x f t t      的导数为：

先介绍一般计算方法，

的导数求函数
2

1
e d

t
xy t

t
  d

d
y
x
。

( ) ( )d , ( ),u
au f t t u x  设

d d d ( ) ( ) ( ) ( ) [ ( )] ( )
d d d

y y u u x f u x f x x
x u x

              ，

因此，
2 2

2
d e e2 2
d

x xy x
x xx
    。

【例题4】
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5.5 定积分的计算

解：

的导数求函数
3

2
ln d
1

x
x

ty t
t




d
d

y
x
。

计算导数一般形式为：
( )
( ) ( )d ,x
xy f t t

 
d ,
d

y
x

直接给计算公式：d [ ( )] ( ) [ ( )] ( )
d

y f x x f x x
x

        。

因此，
3 2

2
3 2

d ln( ) ln( )3 2
d 1 1

y x xx x
x x x
   

 
。

注意：变上限复合函数的导数的求导结构。

【例题5】
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5.5 定积分的计算

解：

的导数。求函数
2

0 ( )e dx ty x t t 

注意：不能直接求导数！
2 2 2 2

e d e d e d e dx x x xt t t t
a a a ay x t t t x t t t             

因此，
2 2 2 2

e d e e e dx xt x x t
a ay t x x t           。

设函数 ( )f x 在 上连续，且[ , ]c c

求( ) | | ( )d ( [ , ]),c
cF x x t f t t x c c    ( )F x 。

【例题6】

【例题7】
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5.5 定积分的计算

解：【例题7】

( ) ( ) ( )d ( ) ( )dx c
c xF x x t f t t t x f t t    

( ) ( )d ( ) ( ) ( ) ( )d ( )x c
c xF x f t t x f x x f x x f x f t t x f x

           

( )d ( )d ( )d ( )dx x c c
c c x xx f t t t f t t t f t t x f t t           

( )d ( )dx c
c xf t t f t t  

所以： ( ) 2 ( )F x f x  。
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5.5  定积分的计算

5.5.2  微积分基本公式

• 牛顿-莱布尼兹(Newton-Leibniz)公式

当函数 ( )f x 在 上连续时，由定理4可知，[ , ]a b

( ) ( )dx
ax f t t  变上限函数 的导数 ( ) ( )x f x  ，

( )x这说明变上限函数 是函数 ( )f x 的一个原函数，

( )F x设函数 是函数 ( )f x 的一个原函数，则有

( ) ( ) ,x F x C   其中 C 是一个常数，

( )d ( ) ( )b
a f x x F b F a  。即所以 ( ) ( ) ( )b F b F a   ，

而 ( ) 0 ( ),a C F a    
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5.5  定积分的计算

• 微积分基本定理

( )d ( ) ( ) ( ) (*)b b
aa f x x F x F b F a   

公式 (*) 称为牛顿-莱布尼兹(Newton-Leibniz)公式

牛顿-莱布尼兹公式给出了定积分与不定积分的直接关系，

把定积分的计算转换为利用不定积分求原函数的问题。

公式 (*) 又称为微积分基本公式。

设函数 ( )f x 在 上连续，[ , ]a b ( )f x( )F x 的一个原函数，则是定理5：
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5.5 定积分的计算

解：

计算 2
0 ( )df x x 。设

2

2

1 , 1
1( )

, 1
2

x
xf x

x x

  
 

，

2
2 1 2

20 0 1
1( )d d d

21
xf x x x x

x
 


  

2
1 3
0

1

1 π 7arctan
6 4 6

x x    。

解：
π π
4 2

π0
4

(cos sin )d (sin cos )d 2( 2 1)x x x x x x       。

计算
π
2
0 1 sin2 dx x 。

π π
2 2
0 01 sin2 d |cos sin |dx x x x x   

【例题8】

【例题9】
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5.5 定积分的计算

项和式的极限，求和式极限比较困难，n定积分定义是

解：

求 1 π 2π πlim ( 1 cos 1 cos 1 cos )
n

n
n n n n

      。

利用不定积分来求定积分方便很多，现在考虑另一个问题，

如何利用定积分定义计算和式的极限，下面举例说明

1

1lim 1 cos π ,
n

n i

i
n n 

 所求极限即为求

( ) 1 cos π,f x x 设函数 则
1
0

1

1lim 1 cos π 1 cos πd
n

n i

i x x
n n 

    

1 1
0 0

2 21 cos πd 2 |cos π|d
2 π
xx x x    ，而 2 2

π
。故极限为

【例题10】
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5.5 定积分的计算

解：

求 1 1 1lim( )
1 2 2n

I
n n n n

   
  

 。

• 为了应用方便，简化定积分定义，常用公式为：

1 1 1 1
0 00 0

1 1d d ln(1 ) ln(2 ) ln3
1 2

x x x x
x x

      
   。

为了直接应用公式方便，分两部分求极限

1 1 1 1

1 1 1 1 1 1lim lim lim lim
2 1 2

n n n n

n n n ni i i i
I i in i n i n n

n n
      

     
   

   

1
lim [ ( )] ( )d

n b
an i

i b af a b a f x x
n n 


     。或1

0
1

1lim ( ) ( )d
n

n i

if f x x
n n 
  

【例题11】
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5.5  定积分的计算

5.5.3  定积分的换元积分法

( )d [ ( )] ( )db
a f x x f t t t

    

上式称为定积分的换元积分公式。

注意：1. 定积分换元积分法不分第一类、第二类；

[ , ]a b在 上变化，且 ( ) , ( ) ,a b     则

2. 定积分换元积分法在作变量代换时，

单值且具有连续导数，当 的值t 在 [ , ]  上变化时， ( )x t

需要同时改变积分上、下限，但不需要代回原变量。

定理6：设函数 ( )f x 在 上连续，函数[ , ]a b ( )x t 在 [ , ]  上
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5.5 定积分的计算

解：

计算 4
1

1 dI x
x x




 。

设 2, ,x t x t  则当 1,4x 时 1,2t 

2 2
2 11
1 32 d 2ln(1 ) 2ln

2
I t t t

t t
    


 。故

计算 4 2
0 4 dI x x x  。

解：

问题：有简单方法吗？

4 42 2
0 04 d 4 ( 2) dI x x x x x     

设 2 2sin ,x t  则当 0,4x 时 π π,
2 2

t 
π π
2 2
π π
2 2

2 | cos | 2cos d 2 (1 cos2 )d 2πI t t t t t
 

      ，

【例题12】

【例题13】
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5.5 定积分的计算

证明：

【例题14】

设
π ,
2

x t  则当 π0,
2

x 时，
π,0,
2

t 

π π
02 2
π0 0
2

(sin )d (cos ) ( d ) (cos )df x x f t t f t t     故

思考题：设 p 为常数，则
π
2
0

sin d
sin cos

p

p p
x x

x x



 ？

设函数 ( )f x 在 上连续，证明：[0,1]
π π
2 2
0 0(sin )d (cos )df x x f x x  。

π π
2 2
0 0(cos )d (cos )df t t f x x  ，由定积分变量无关性可得： 证毕。
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5.5 定积分的计算

证明：

设 ,x t 则 0 0
0( )d ( )d( ) ( )da

a af x x f t t f x x       

0
0( )d ( )d ( )da a

a af x x f x x f x x    

由函数的奇、偶性直接可证得。

(1)  若函数 ( )f x 是 上连续的偶函数，则[ , ]a a

0( )d 2 ( )d ;a a
a f x x f x x  

证明：

(2)  若函数 ( )f x 是 上连续的奇函数，则[ , ]a a

( )d 0a
a f x x  。

故 0( )d [ ( ) ( )]d ,a a
a f x x f x f x x    

常用结论： 0( )d [ ( ) ( )]da a
a f x x f x f x x     。

【例题15】
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5.5 定积分的计算

证明：

设 ,x T t  则 0 0 0( )d ( )d ( )d ( )da T a a a
T f x x f T t t f t t f x x       

0
0( )d ( )d ( )d ( )da T T a T

a a Tf x x f x x f x x f x x      

【例题16】 T设函数 ( )f x 是 上以R 为周期的连续函数，

R,a  有 0( )d ( )da T T
a f x x f x x   。证明：

证毕。故 0( )d ( )d ,a T T
a f x x f x x  

设函数 ( )f x 在 上连续，证明：[0,1]
π

π 2
0 0(sin )d π (sin )dx f x x f x x  。

【例题17】
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5.5 定积分的计算

π 0
π π
2 2

(sin )d (π ) (sin )( d )x f x x t f t t   

【例题17】证明：

证毕。故
π

π 2
0 0(sin )d π (sin )dx f x x f x x  ，

π
π π2

π0 0
2

(sin )d (sin )d (sin )d ,x f x x x f x x x f x x   

π π π π
2 2 2 2
0 0 0 0π (sin )d (sin )d π (sin )d (sin )df t t t f t t f x x x f x x      

设 π ,x t  则
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5.5  定积分的计算

5.5.4  定积分的分部积分法

上式称为定积分的分部积分公式。

( ) ( )d ( ) ( ) ( ) ( )db bb
aa au x v x x u x v x v x u x x    则

定理6：设函数 ( ), ( )u x v x 的导函数 ( ), ( )u x v x  在 [ , ]a b 上可积，

解：

计算 e
1
e

| ln |dI x x  。

1 e
1 1
e

( ln )d ln dI x x x x   

1 e
1 1
e

2( ln ) ( ln ) 2
e

x x x x x x       。

【例题18】



32

5.5  定积分的计算

解：

计算 5 1
1 e dxI x  。

22 2 2 2
0 0 00
e 2 d 2 d(e ) 2 e 2 e d 2e 2t t t tI t t t t t          。

1
2
0 2

( 2 )arcsin2 d
1

x xI x
x


 




计算
1 2
2
1 2
2

(1 ) arcsin d
1

x xI x
x





 。

解：

设 21 , 1 ,x t x t    则

11 1
22 22 2

0 00

34 arcsin d 1 =4 1 arcsin 4 d π 2
3

x x x x x          。

注：如果设 arcsin , sin ,x t x t  同样可得。

【例题19】

【例题20】
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5.5  定积分的计算

解：

计算
π
2
π
2

cos arctane dxI x x


  。

注意：
πarctane arctane ,
2

x x 

所以：
π
2
0

π πcos d
2 2

I x x  。

利用结论 0( )d [ ( ) ( )]da a
a f x x f x f x x     。

得
π
2
0 cos (arctane arctane )dx xI x x   。

【例题21】
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5.5  定积分的计算

解：

计算 1
20

ln(1 )d
1

xI x
x





 。

注意：此题不能直接用不定积分计算 2
ln(1 )d ,
1

x x
x





而
π π
4 4
0 0

πln(sin cos )d ln[ 2 sin( )]d
4

t t t t t    

因此， ln2 π
8

I   。

π
4
0 ln(1 tan )dI t t 

尝试换元，设 tan ,x t 则
π π
4 4
0 0ln(sin cos )d ln(cos )dt t t t t   

π
4
0

ln2 ππ+ lnsin( )d
8 4

t t  

设 π ,
4

t u  则
π π

04 4
π0 0
4

πlnsin( )d lncos ( d ) lncos d
4

t t u u u u      

【例题22】
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5.5  定积分的计算

解：

【例题23】

又由例题14结论直接可得：

π π
12 2

0 0sin d sin d(cos )n n
nI x x x x  

为奇数，

为偶数，
( 1)!! π ,

!! 2
( 1)!! ,

!!

n n
n
n n

n

   


所以 2
1 ,n n

nI I
n 




ππ
1 2 222

00
= sin cos ( 1) cos sin dn nx x n x x x      2( 1)( )n nn I I  

得由 0
π
2

I  2 2 2 0
2 1 (2 1)!! (2 1)!! π,
2 (2 )!! (2 )!! 2k k
k k kI I I
k k k
  

    

得由 1 1I  2 1 2 1 1
2 (2 )!! (2 )!!
2 1 (2 1)!! (2 1)!!k k

k k kI I I
k k k    
  

 ，

π π
2 2
0 0sin d cos dn n

nI x x x x  证明：

π π
2 2
0 0sin d cos dn n

nI x x x x   。
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第五章 积分学

本次课程内容小结

下次课程内容预告
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第五章 积分学

谢 谢 ！


