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3

第五章 积分学

第五章 积分学

许多实际问题需要用积分学来解决，我们将逐步引入

定积分的定义、性质、计算方法及其应用，由于积分学的

微积分主要是研究微分学和积分学。

本章开始我们要研究微积分的另一个基本内容即积分学。

主要基础是不定积分，为此，我们先介绍不定积分。
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5.1 不定积分的概念

5.1  不定积分的概念
5.1.1.  原函数与不定积分

由导数计算可知，(sin ) cos ,x x  现在将问题反转，什么函数

这都是不定积分要解决的问题，

( )F x 满足 这个函数一定是( ) cos ?F x x  吗？( ) sinF x x

如果 2( ) cos ,F x x  那么 ( ) ?F x 

我们首先引入原函数的概念。
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5.1 不定积分的概念

1. 原函数

( )f x已知函数 I是定义在某个区间 上的函数，如果存在

函数 ( )F x x 则使得在该区间内任意一点 ( ) ( ),F x f x 处均有

的一个原函数。( )f x是函数称函数 ( )F x

的原函数，则有：( )f x都是函数• 若函数 ( ) , ( )F x G x

( ) ( ) ,G x F x c  为常数。c其中
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5.1 不定积分的概念

2. 不定积分

其中： ( )f x为积分符号， 称为被积函数， 称为积分变量。x

c 为任意常数。其中( )d ( ) ,f x x F x c 

的一个原函数，则( )f x是函数若函数 ( )F x

记作： ( )df x x 。

的全体原函数称为函数 ( )f x 的不定积分，函数 ( )f x
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5.1 不定积分的概念

5.1.2.  不定积分的性质

1.  运算性质（线性性质）

(2) [ ( ) ( )]d ( )d ( )d ;f x g x x f x x g x x    

(1) ( ) d ( ) d ,k f x x k f x x    其中 为常数；k

2.  关系（不定积分与导数、微分的关系）

(1) [ ( )d ] ( ),d[ ( )d ] ( )d ;f x x f x f x x f x x   

(2) ( )d ( ) , d ( ) ( ) ;f x x f x c f x f x c     
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5.1 不定积分的概念

5.1.3.  基本积分公式

由基本导数表可直接得到下列基本积分表：
11 1(1) d ( 1) ; (2) d ln| | ;

1
x x x c x x c

x
 


    

 
1(3) d ; (4) e d e ;
ln

x x x xa x a c x c
a

    
(5) cos d sin ; (6) sin d cos ;x x x c x x x c    

2 2(7) sec d tan ; (8) csc d cot ;x x x c x x x c    
(9) sec tan d sec ; (10) csc cot d csc ;x x x x c x x x x c      

22

1 1(11) d arcsin ; (12) d arctan ;
11

x x c x x c
xx

   


 
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5.1 不定积分的概念

【例题1】计算不定积分：
3

2
( 1) dxI x

x


  。

原式解：
2

3 1[ 3 ]dI x x
x x

    21 13 3ln| |
2

x x x c
x

     。

计算不定积分：
4

2
1 d
1

xI x
x





 。

原式解： 2 3
2

2 1[ 1 ]d 2arctan
31

I x x x x x c
x

      


 。

计算不定积分： 2
2

2[3 tan ]d
1

xI x x
x

  


 。

原式解： 2
2

2 1[3 sec 1]d 3 2arcsin tan
ln31

x xI x x x x x c
x

         


 。

【例题2】

【例题3】
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5.2 不定积分的计算法

5.2  不定积分的计算法

5.2.1.  换元积分法

直接计算，由导数计算可知，(sin2 ) 2cos2 ,x x 

我们先通过例题来了解不定积分的换元积分法。

直接利用基本积分公式计算不定积分只能解决少数问题，

2cos(2 )d sin(2 )I x x x c   。所以

解法1：

不定积分的计算方法主要有换元积分法和分部积分法。

计算不定积分： 2cos(2 )dI x x  。【例题4】



11

5.2 不定积分的计算法

换元，令 2 ,x u 2d d ,x u则解法2：

2cos(2 )dI x x  。

2cos(2 )d cos dI x x u u  所以 sinu c  ，

2cos(2 )d sin(2 )I x x x c   。代回原变量，得

解法3：凑微分， cos(2 )d(2 ) sin(2 ) ,I x x x c  

解法3称为凑微分法，相当于作形式上换元。
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5.2 不定积分的计算法

换元，令 1 2 ,x u  2d d ,x u 则解法1：

【例题5】

1cos(1 2 )d cos ( d )
2

I x x u u     所以 1( )sin
2

u c   ，

1cos(1 2 )d ( )sin(1 2 )
2

I x x x c      。代回原变量，得

解法2：凑微分， 1 1cos(1 2 )( )d(1 2 ) ( )sin(1 2 )
2 2

I x x x c        。

计算不定积分：
2

2 e dxI x x  。

解：直接利用凑微分，
2 22e d( ) ex xI x c   。

【例题6】

计算不定积分： cos(1 2 )dI x x  。
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5.2 不定积分的计算法

1. 第一类换元积分法

证明：直接由复合函数的导数可得到，略。

常称为“凑微分法”。

的变量代换的积分方法称为第一类换元积分法，这种令 ( )x u 

则定理1. 如果 ( )d ( ) ,f u u F u c 
[ ( )] ( )d [ ( )]d[ ( )] [ ( )] ,f x x x f x x F x c        

计算不定积分： cot dI x x  。

解：积分 cos 1d d(sin ) ln|sin |
sin sin

xI x x x c
x x

     。

【例题7】
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5.2 不定积分的计算法

解：

解：

2 cos d 2sinI x x x c   。

3 41 1(2 3) d(2 3) (2 3)
2 8

I x x x c      。凑微分，

直接计算 略。3 2(8 36 54 27)dI x x x x   

计算不定积分： 3(2 3) dI x x  。

计算不定积分： cos dxI x
x

  。【例题8】

【例题9】
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5.2 不定积分的计算法

解：

计算不定积分：
2

1 d
4

I x
x




 。

2

1 d( ) arcsin
2 2

1 ( )
2

x xI c
x

  


 。

2 2

1 d ( 0) arcsin xI x a c
aa x

   


 。

计算不定积分： 2
1 d

9
I x

x



 。

解：
2

1 1 1d( ) arctan
3 3 3 31+( )

3

x xI cx   。

【例题10】

【例题11】

• 常用积分公式：
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5.2 不定积分的计算法

2 2
1 1d ( 0) arctan xI x a c

a aa x
   


 。

计算不定积分： 2 2
1 d ( 0)I x a

x a
 


 。

解： 1 1 1 1 1 1( )d [ d( ) d( )]
2 2

I x x a x a
a x a x a a x a x a

     
     

1 ln| |
2

x a c
a x a


 


。

【例题12】

• 常用积分公式：
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5.2 不定积分的计算法

解：

计算不定积分： sec dI x x  。

2 2
1 cos 1d d d(sin )

cos cos 1 sin
xI x x x

x x x
  


  

2

2
1 sin 1 1 (1 sin )ln| | ln | | ln | sec tan |
2 sin 1 2 1 sin

x xc c x x c
x x
 

      
 

。

2 2
1 1d ( 0) ln| |

2
x aI x a c

a x ax a


   


 。

sec d ln| sec tan | ,I x x x x c   

csc d ln|csc cot |I x x x x c    。同理得：

• 常用积分公式：

【例题13】

常用积分公式：
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5.2 不定积分的计算法

2. 第二类换元积分法

证明：略。的变量代换的积分方法称为第二类换元积分法，

单调且连续可导，如果定理2.设函数 ( )x t

[ ( )] ( )d [ ] ,f t t t F t c   

计算不定积分：
3

1 dI x
x x




 。

解：令 6 ,x t

则 1( )d [ ( )] ,f x x F x c 
其中 ( )x t是1( )t x 的反函数，这种令( )x t

则
3

5 2
3 2
1 16 d 6 d 6 ( 1 )d

1 1
tI t t t t t t

t tt t
        

 
  
3 22 3 6 6ln| 1|t t t t c      ，其中 6t x 。

【例题14】
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5.2 不定积分的计算法

解：

计算不定积分：
2 2

1 d ( 0)I x a
x a

 


 。

2

1
sec d ln | sec tan | ,
sec

a tI t t t c
a t

   故

作三角代换，令 tan ,x a t

则
2 2

tan ,sec ,x x at t
a a


 

2 2
2 2

1ln | | ln | |x x a c x x a c
a

 
      。

作辅助三角形， t
x

a

【例题15】
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5.2 不定积分的计算法

解：

计算不定积分：
2 2

1 d ( 0)I x a
x a

 


 。

1
sec tan d ln | sec tan | ,
tan

a t tI t t t c
a t


   故

作三角代换，令 sec ,x a t

则
2 2

sec ,tan ,x x at t
a a


 

2 2
2 2

1ln | | ln | |x x a c x x a c
a

 
      。

作辅助三角形， t
x

a

2 2
2 2

1 d ( 0) ln | |I x a x x a c
x a

     


 。

【例题16】

• 常用积分公式：
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5.2 不定积分的计算法

解：

计算不定积分： 2 2d ( 0)I a x x a   。

2 2 2
2( cos ) d (1 cos2 )d sin2

2 2 4
a a aI a t t t t t t c      故

作三角代换，令 sin ,x a t

则
2 2

sin ,cos ,x a xt t
a a


 

2
2 21arcsin

2 2
a x x a x c

a
     。

作辅助三角形，
t

xa

【例题17】
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5.2 不定积分的计算法

解：

计算不定积分：
2

3
2 2

d

(1 )

xI x

x




 。

2 2
2

3
tan sinsec d d (sec cos )d

cossec
t tI t t t t t t

tt
      故

令 tan ,x t

则 2
2

tan ,sec 1,sin ,
1

xt x t x t
x

   


2
2

ln | sec tan | sin ln | 1 |
1

xt t t c x x c
x

        


。

作辅助三角形， t
x

1

【例题18】
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5.2 不定积分的计算法

解法1：

计算不定积分： 6
1 d

( 4)
I x

x x



 。

61 ln|1 4 | ,
24

I t c   

以下略；

5
6

6 6 6 6
1 1d d( )
6( 4) ( 4)

xI x x
x x x x

 
 

 

则令 6 ,x u 1 1 d
6 ( 4)

I u
u u




1 1 1( )d
24 4

u
u u

 


2
1 1 d
6 ( 2) 4

u
u


 



解法2： 则令
1,x
t


7

6
6 2 6

1 1 1( )d d(1 4 )
241 4 1 4

tI t t
t t t

    
 

 

其中 1t
x

 。

注意：变量代换 1x
t

 又称为倒代换，也是一种常用的变量代换。

【例题19】
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5.2 不定积分的计算法

解：

计算不定积分： d
4

xI x x
x

 
 。

28 (1 cos2 ) d [8 16cos2 4(1 cos4 )]dt t t t t      

arcsin
2
xt  。其中：

作特殊三角代换，令 24sin ,x t

则 2 4sin4sin 8sin cos d 32 sin d
cos

tI t t t t t t
t

    

12 8sin2 sin4t t t c    ，

4
x u

x



。注意：可以直作变量代换

【例题20】
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5.2 不定积分的计算法

解法1：

计算不定积分： 1 d
e 1xI x


 。

解法3：

1 e e ed (1 )d ln|e 1| ;
e 1 e 1

x x x
x

x xI x x x c 
      

 
 

ee 1 1 1d d(e ) ( )d ln| | ;
1 1e (e 1) e (e 1)

xx u
x

x x x x
uI x u c

u u u


     

  
  

e 1d d(1 e ) ln|1 e | ;
1 e 1 e

x
x x

x xI x c


 
      

 
 

解法2：

1 1 1 ed ln| | ln | |
1 e 1

x

x
tI t c c

t t t


     
 

 。

则 1ln( 1) , d d
1

x t x t
t

  


解法4： e 1 ,x t 令

【例题21】
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5.2 不定积分的计算法

解法1：

计算不定积分： 1 d
e 1x

I x


 。

1
12
2

1
22

e 1d 2 d(e )
1 e

1 (e )

x
x

x x
I x







 




 

2
1 2 1 e 1 1d ln| | ln | |

11 e 1 1

x

x

t tI t c c
t tt

  
     

  
 。

则 2
2
2ln( 1) , d d
1

tx t x t
t

  


解法2： e 1 ,x t 令

1
22ln|e 1 e |

x x c
     。

【例题22】
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5.2 不定积分的计算法

计算不定积分： e 1dxI x  。

2 2
2 1 1d 2 (1 )d 2 ln | | ,

11 1
t tI t t t t c

tt t


      
 

 

则 2
2
2ln( 1) , d d
1

tx t x t
t

  


解： e 1 ,x t 令

e 1xt   。其中

【例题23】



28

5.2 不定积分的计算法

计算不定积分：
2

3 1 d
4 7

xI x
x x




 
 。

23 3tan 5 3sec d 3 3sec 5ln| sec tan | ,
3sec

tI t t t t t c
t


     则

2 3tan ,x t 解法1： 2 24 7 ( 2) 3,x x x     令

2arctan
3

xt 
 。其中

解法2：
2

2 2 2

3 (2 4) 5 3 1 12 d d( 4 7) 5 d( 2)
24 7 4 7 ( 2) 3

x
I x x x x

x x x x x

  
     

     
  

则 2 23 4 7 5ln | ( 2) 4 7 |I x x x x x c         。

【例题24】
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5.2 不定积分的计算法

如何计算不定积分：
2

dAx BI x
ax bx c




 
 。

解法2：

2 1 2arcsin arcsin
5 5

t xI c c
x

 
     


。

计算不定积分：
2

1 d
4 1

I x
x x x


 

 。

2 5sec ,x t 解法1： 2 24 1 ( 2) 5,x x x     令 以下略；

则令
1,x
t


2

22 2

1 1( )d d( 2)
1 4 5 ( 2)

tI t t
tt t t

    
   

 

• 思考题：

• 思考题：

【例题25】

如何计算不定积分：
2

d
( 1)

Ax BI x
x ax bx c




   
 。
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5.2 不定积分的计算法

计算不定积分： cos d
sin cos

xI x
x x


 。

以后介绍，此处略。tan ,
2
x t解法1：作万能代换，令

1 1 ln|sin cos |
2 2

x x x c    。

解法2： π πcos( ) 1 π 1 π 14 4 d [cot( ) 1]d ln|sin( )| ,π 2 4 2 4 22sin( )
4

x
I x x x x x c

x

 
       


 

解法3： 1 (cos sin ) (cos sin )d
2 sin cos

x x x xI x
x x

  




【例题26】
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5.2 不定积分的计算法

3.  常用积分公式
(13) tan d ln|cos | ; (14) cotd ln|sin | ;x x x c x x c    
(15) sec d ln|sec tan | ;x x x x c  

2 2

1(17) d ( 0) arcsin ;xx a c
aa x

  


 2 2
1 1(18) d ( 0) arctan ;xx a c

a ax a
  




2 2
1 1(19) d ( 0) ln| | ;

2
x ax a c

a x ax a


  



2 2

2 2

1(20) d ln| |x x x a c
x a

   


 。

(16) csc d ln|csc cot | ;x x x x c  
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第五章 积分学

本次课程内容小结

下次课程内容预告
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第五章 积分学

谢 谢 ！


