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高等数学 (I)
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高等数学(I)

上一次课程内容回顾
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4.5 曲线的曲率与方程的近似解

4.5  曲线的曲率与方程的近似解

我们已经讨论了曲线的单调性、凹凸性，但是当曲线的

介绍曲线的曲率及其计算。

进一步，我们需要讨论如何用数量来描述曲线的弯曲程度，

单调性相同且凸向相同时，曲线的图形仍然有很大的差别，如
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4.5 曲线的曲率与方程的近似解

4.5.1 曲线的曲率

度量曲线弧长 s 切线的倾角的基点，设点 M 对应的弧长为 ,s
作为0M上选定一点具有连续转动的切线，在设曲线 C C

为 , 点 沿曲,s s 当点对应的弧长为1M M切线的倾角 , 

的长度为转动到点线 1M 时切线的转角为C 弧段, 1MM ,s

0M M

1M

s
s

x

y

O




 

(即单位弧段上切线转角的大小), 

| |
s

 1MM把比值 称为弧段 的平均曲率，

| |K
s





。,K 即记作：
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4.5 曲线的曲率与方程的近似解

1. 曲线的曲率

处的曲率，M在点C的极限称为曲线时，当 0s  K

2.  曲线的弧长

设平面曲线弧段 的方程为：AB 其中( ) ( ),y f x a x b  

d| |
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记作： ,K 如果极限即：
0
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存在，则

0
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则弧段(1)[ , ],f C a b AB 是可求长的，且其弧长为：

注：我们将在下一章中完整介绍。21 ( )db
as f x x  。
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4.5 曲线的曲率与方程的近似解

• 弧微分

• 曲率的计算

设曲线 的方程为：C 具有二阶导数，则( )y f x

把 2 2 2(d ) (d ) 1 ( )dx y f x x   称为弧微分，记作：d ,s

2 2d dtan , sec (1 tan ) ,
d d

y y
x x
          所以 2d d ,

1 ( )
y x
y







处曲率的计算公式为：M 3
2 2

d | || |
d

[1 ( ) ]

yK
s
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。在点C故曲线

即： 2 2 2d (d ) (d ) 1 ( ) ds x y f x x    。

又由弧微分知： 2d 1 ( ) d ,s y x 



7

4.5 曲线的曲率与方程的近似解

【例题1】

解：

最大，K所以，当 时，曲率
2
bx
a

 

求抛物线 2y ax bx c   上曲率最大的点。

即在抛物线顶点处的曲率最大。

得： 3
2 2

|2 |

[1 (2 ) ]

aK

ax b



 

由 2 , 2 ,y ax b y a   

证明：

证明：圆上任意一点的曲率相等，且等于半径的倒数。

R
 

s
1 ,K

s R


 由曲率的定义知， 证毕。

弧长为 ,s R  设圆半径为 ,R

注意：直线不弯曲，每一点曲率为零，直线可看成半径为无穷大的圆。

【例题2】
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4.5 曲线的曲率与方程的近似解

• 参数方程表示的曲线的曲率

设曲线 的方程为：C
( )

( ),
( )

x t
t

y t


 



  

2 2 2 2d (d ) (d ) ( ) ( )ds x y t x t      。注意：此时弧微分为

由于
2

2 3
d ( ) d ( ) ( ) ( ) ( ), ,
d ( ) d [ ( )]
y t y t t t t
x t x t

    
 
      

 
 

3
2 2 2

| ( ) ( ) ( ) ( ) |

[ ( ) ( )]

t t t tK

t t

   

 

     


 

。所以，曲率为：

处曲率。M在任意点C具有二阶导数，求曲线其中函数 ( ), ( )t t 
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4.5 曲线的曲率与方程的近似解

【例题3】

解：

求摆线
( sin )
(1 cos )

x a t t
y a t
 

  
上任意一点处的曲率。

得： 3
2 2 2 2 2

| cos (1 cos ) sin sin |

[ (1 cos ) sin ]

a t a t a t a tK

a t a t

   


 

由 ( ) (1 cos ), ( ) sin , ( ) sin , ( ) cos ,x t a t x t a t y t a t y t a t       

3
2

1 cos 1

4 |sin |(2 2cos ) 2

t
taa t


 

 

。
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4.5 曲线的曲率与方程的近似解

• 极坐标表示的曲线的曲率

设曲线 的方程为：C ( ) ( ),r r      

2 2 2 2d (d ) (d ) ( ) ( )ds x y r r      。注意：此时弧微分为

2 2

3
2 2 2

| ( ) 2[ ( )] ( ) ( ) |

[ ( ) ( )]

r r r rK

r r

   

 

  




。可得曲率为：

处曲率。M上任意点C具有二阶导数，求曲线其中函数 ( )r 

将极坐标方程化为参数方程
( )cos

( ),
( )sin

x r
y r
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4.5 曲线的曲率与方程的近似解

【例题4】

解：

求Archimedes螺线 ( 0)r a a  上任意一点处的曲率。

得：
2

3
2 2

2

(1 )

K

a










由 ( ) cos sin , ( ) sin cos ,x a a y a a           

先将曲线化为参数方程
( )cos cos

( ),
( )sin sin

x r a
y r a

   
  

   
 

   

( ) 2 sin cos , ( ) 2 cos sin ,x a a y a a            
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4.5 曲线的曲率与方程的近似解

3. 曲率圆、曲率半径、曲率中心

处的曲率为( , )M x y在点 M 处曲线在点设函数 ( )f x ( 0),K K 

以 为圆心，D 为半径，作圆，如图

的法线上向内凹的一侧取一点( )y f x 使得 1| | ,DM
K

 ,D

称此圆为曲线 ( , )M x y( )y f x 在点 处的曲率圆，

分别称为曲线在点 ( , )M x y圆心 半径D 

的曲率中心和曲率半径。

注：曲线 与曲率圆在点 ( , )M x yC 处切线、曲率、凸向都相同。

D


M
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4.5 曲线的曲率与方程的近似解

• 曲率半径

3
2 21 [1 ( ) ] ,

| |
y

K y



 



2 2[1 ( ) ] 1 ( ),
| | | |

y y yx y
y y

 
    

   
 

。

• 曲率中心 ( , )D   的坐标为：

利用法线方程和曲率半径，可以得到
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4.5 曲线的曲率与方程的近似解

4.5.2 方程的近似解

2.  迭代法

1.  二分法

3.  牛顿切线法
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第四章 微分中值定理及导数应用

本次课程内容小结

下次课程内容预告
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第四章 微分中值定理及导数应用

谢 谢 ！


