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3

4.4 利用导数研究函数的性态

4.4  利用导数研究函数的性态

设函数在 [ , ]a b 连续，在 ( , )a b 内可导，则定理1：

可导时，函数的增减性与导数有很大的关系。当函数 ( )f x

4.4.1 函数的单调性判别法

当 ( , ), ( ) 0x a b f x   时，函数 在( )f x ( , )a b 内严格单调增加;

证明：由拉格朗日定理容易证得，略。

当 ( , ), ( ) 0x a b f x   时，函数 在( )f x ( , )a b 内严格单调减少。

当 ( , ), ( ) 0( 0)x a b f x    时，函数 在( )f x ( , )a b 内单调增加(减少)。
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4.4 利用导数研究函数的性态

设函数在 [ , ]a b 连续，在 ( , )a b 内可导，则定理2：
• 进一步可以得到

函数 在( )f x ( , )a b 内严格单调增加(或减少)的充分必要条件是：

( )f x 不恒等于零。

结合极限的保号性，可证得，略。

证明：由导数定义
0

( ) ( )( ) lim
x

f x x f xf x
x 

  


( 或( , ), ( ) 0x a b f x   ), 且在 ( , )a b 的任何子区间内( ) 0f x 

定理2 表明函数 在( )f x ( , )a b 内严格单调增加(或减少)的充分必要

)且仅在个别点上导数为零。(或( ) 0f x  ( ) 0f x 条件是：
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4.4 利用导数研究函数的性态

确定函数 2 3( ) ( 1) ( 1)f x x x   的单调区间。【例题1】

解： 3 2 2 2( ) 2( 1)( 1) 3( 1) ( 1) ( 1)( 1) (5 1)f x x x x x x x x          

1( ) 0 1, 1,
5

f x x    

的定义域，列表如下：

( )f x

( )f x

x ( , 1) 
1( 1, )
5


1( , 1 )
5

(1, )1
1
5

1

000 

  

单调增区间： 1( , 1),( 1, ),(1 + )
5

   ， ，单调减区间：
1( ,1)
5

。

划分函数11, , 1
5

x x x   用点 ( )f x
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4.4 利用导数研究函数的性态

确定函数 3 2( )f x x x  的单调区间。

解：
3

3 3
2 2 3( ) 1 ,

3 3
xf x

x x
    

 

处，0x  不存在，列表如下：( )f x而在

当 8
27

x  时， ( ) 0,f x 

• 一般来说，用导数为零的点来划分单调区间，有时

导数不存在的点也可用来划分单调区间。

( )f x

( )f x

x ( ,0) 8(0 , )
27

8( , )
2 7

0
8
2 7
0 

  

单调增区间：
8(0, ),
27

单调减区间：
8( ,0),( , )
27

  。

【例题2】
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4.4 利用导数研究函数的性态

证明：

单调性叙述：

判定导数的符号：

2( ) cos sec 2F x x x   求导数：

作函数： ( ) sin tan 2 ,F x x x x  

找零点： (0) 0,F 

• 定理1也常用来证明不等式

证明：当 π0
2

x  时，sin tan 2x x x  。

当 π0
2

x  时， 2 2( ) cos sec 2 0,F x x x    

所以 ( )F x 单调增，故 ( ) (0) 0,F x F  证毕。

【例题3】
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4.4 利用导数研究函数的性态

证明：

注意：直接判定导数的符号比较困难，重复流程

( ) cos sin 1 2F x x x x     ，求导数：

作函数： 2( ) sin cos 1 ,F x x x x x     找零点： (0) 0,F 

证明：当 0x  时， 2sin cos 1x x x x    。

所以，(0) 0 ( ) sin cos 2 0F F x x x      ， ，

当 0x 时， ( )F x 单调增，有 ( ) (0) 0,F x F  

证毕。所以当 0x 时， ( )F x 单调增，故 ( ) (0) 0,F x F 

【例题4】
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4.4 利用导数研究函数的性态

证明：显然当 1x  等号成立。

如果作函数： 2 2( ) ( 1)ln ( 1) , (1) 0F x x x x F    

证明：当 0x  时， 2 2( 1)ln ( 1)x x x   。

所以，需要分区间 0 1, 1x x   证明！

【例题5】

如果作函数： ( ) ( 1)ln ( 1), (1) 0H x x x x H    

需要求三阶导数才能够判定导数的符号，略。

需要求二阶导数才能够判定导数的符号，略。
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4.4 利用导数研究函数的性态

2

2 2
1 2 1( )

( 1) ( 1)
xG x

x x x x
   

  
，求导数：

证明：作函数： 1( ) ln , (1) 0
1

xG x x G
x


  


即 2 21ln 0 ( 1)ln ( 1) ,
1

xx x x x
x


     


当 0x 时， ( ) 0 ( )G x G x  ， 单调增，而 (1) 0,G 

证毕。

所以当 0 1x  时， ( ) (1) 0,G x G 

【例题5】

当 1x 时， ( ) (1) 0,G x G 

即 2 21ln 0 ( 1)ln ( 1) ,
1

xx x x x
x


     

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4.4 利用导数研究函数的性态

证明：作函数： 2 2
2
4( ) ln ln ( ) ( ) 0
e

F x x a x a F a    ，

设 2e ea b   ，证明： 2 2
2
4ln ln ( )
e

b a b a   。【例题6】

2
1 4( ) 2ln ,

e
F x x

x
    2

1 ln( ) 2 ,xF x
x
  

当 时，2e ex  ( ) 0,F x 

而 2(e ) 0,F 

所以 单调减少，( )F x

故当 时，2e ex  2( ) (e ) 0,F x F  

所以 单调增加，( )F x 因此当 时，2e ea b   ( ) ( ) 0,F b F a 

证毕。
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4.4 利用导数研究函数的性态

解：

3 1 4( ) 4 4ln ,F x x
x x

    

作函数： 4( ) 4 ln 4ln ,F x x x x   (0 ) , ( )F F    

• 定理1还可用来判定方程根的个数

的交点个数。讨论曲线 4lny x k  与曲线 44 lny x x 

观察得到： (1) 0,F 

当 0 1x  时， ( ) 0,F x  所以 ( ) (1) 4,F x F 

所以当 1x 时， ( ) 0,F x  ( ) (1) 4,F x F 

在 ( )F x1x  处函数 取得最小值，最小值为 4。 x

y

O 1

4

当 4k  时，没有交点，当 4k  时，唯一交点，当 4k  时，两个交点。

【例题7】
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4.4 利用导数研究函数的性态

4.4.2 函数的极值及其计算

设函数 ( )f x 在 0( , )U x  内连续，若定义： 有
0

0( , ),x U x  

注意：极值与最值的异同。

(或极小值点)。

极大值(或极小值)，而把 ( )f x称为函数0x 的极大值点

为函数(或0( ) ( )f x f x 0( )f x 的( )f x), 则称0( ) ( )f x f x

• 极大值、极小值统称为极值，

极大值点、极小值点统称为极值点。
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4.4 利用导数研究函数的性态

• 函数取得极值的必要条件

设函数 ( )f x 在点 0x 处可导，且在点 处取得极值，0x

注意：对于可导函数，极值点一定是驻点，

而驻点不一定是极值点。

由费马引理可直接得: 0( ) 0f x  。

即可导函数 取得极值的必要条件是：0x在点( )f x 0( ) 0f x  。

问题：什么样的驻点是极值点？

( )f x 的驻点。的点称为函数( ) 0f x • 驻点 把
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4.4 利用导数研究函数的性态

• 函数取得极值的第一充分条件

为极小值；0( )f x则

设函数 ( )f x 在 0( , )U x  内连续，在 内可导，
0

0( , )U x 

0( )f x 不是极值。(3) 若在点 不变号，则0x 的两侧导数 ( )f x

不存在，或0( ) 0f x  0( )f x

(1) 若当 ( ) 0,f x 时，0x x 当 ( ) 0,f x 0x x 时，

(2) 若当 ( ) 0,f x 时，0x x 当 ( ) 0,f x 0x x 时，

为极大值；0( )f x则

证明：由单调性和极值定义直接可证得(略)。
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4.4 利用导数研究函数的性态

• 函数取得极值的第二充分条件

设函数 ( )f x 在点 0x 处有二阶导数，且 则0( ) 0,f x 

0 0

0
0

0 0

( ) ( ) ( )( ) lim lim 0,
x x x x

f x f x f xf x
x x x x 

     
 

当 ( )f x时，函数0( ) 0f x  在点 0x 取得极小值；

由保号性知：当 ( ) 0,f x 时，0x x 当 ( ) 0,f x 0x x 时，

由导数定义得：设 0( ) 0,f x 证明：

当 ( )f x时，函数0( ) 0f x  在点 0x 取得极大值。

由第一充分条件即可得， 是函数的极小值，证毕。0( )f x
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4.4 利用导数研究函数的性态

求函数 2 3( ) ( 1) ( 1)f x x x   的极值。【例题8】

解： 3 2 2 2( ) 2( 1)( 1) 3( 1) ( 1) ( 1)( 1) (5 1)f x x x x x x x x          

1( ) 0 1, 1,
5

f x x     ，

列表如下：

极大值为：
2 3

max 5
1 4 6( )
5 5

f 
 ，极小值为：min(1) 0f  。

( )f x

( )f x

x ( , 1) 
1( 1, )
5


1( , 1 )
5

(1, )1
1
5

1

000 

   02 3

5
4 6
5

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4.4 利用导数研究函数的性态

求函数 3 2( )f x x x  的极值。

解：
3

3 3
2 2 3( ) 1 ,

3 3
xf x

x x
    

 

处，0x  不存在，( )f x而在当 8
27

x  时， ( ) 0,f x 

列表如下：

极大值为：max
8 4( )
27 27

f  ，极小值为： min(0) 0f  。

( )f x

( )f x

x ( ,0) 8(0 , )
27

8( , )
2 7

0
8
27
0 

  0
4
27

【例题9】
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4.4 利用导数研究函数的性态

4.4.3 函数的最大值、最小值问题

( )f x 在 ( , )a b 内的极值，然后与常用方法是先求出函数

由闭区间上连续函数的性质知，闭区间上的连续函数

端点值 ( )f x进行比较，其中最大者即为函数( ), ( )f a f b 在

上的最大值，而最小者即为函数[ , ]a b 在( )f x 上的最小值，[ , ]a b

问题：怎样求函数的最大值、最小值？

必能取得最大值、最小值。

具体分下列三种情况讨论。
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4.4 利用导数研究函数的性态

• 函数的最大值、最小值问题

(1)  如果 [ , ], ( ) 0x a b f x   或 则函数的最大值、最小值( ) 0,f x 

求函数
1( ) arctan
1

xf x
x





在 [0,1] 上的最大值、最小值。

所以： max min
π(0) , (1) 0
4

f f  。

2 22

1 2 1( ) 0,1 (1 ) 11 ( )
1

f x x x x
x

     
  


解：由于

必在端点 ,x a x b  处取得。

【例题10】
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4.4 利用导数研究函数的性态

(2)  如果在 0 1, ( , )x x a b 处有 不存在，则函数0 1( ) 0, ( )f x f x 

注： 0( ) 0f x  与 1( )f x 不存在的点都是可能的极值点。

只需将可能极值点处的函数值与端点值比较大、小就可得

处取得。

的最大值、最小值必在端点 ,x a x b  或( )f x 0 1,x x x x 

函数的最大值、最小值，而不需要判定 0 1,x x 是否是极值点。



22

4.4 利用导数研究函数的性态

求函数 3( ) 1f x x x   在 [0,2] 上的最大值、最小值。

得：
3

max min
3 3 2(2) 2, ( )
4 8

f f 
   。

3
2 23 3

1 4 3( ) 1 ,
3 ( 1) 3 ( 1)

xf x x x
x x

     
   

解：由于

比较函数值
33 3 2(0) 0, (2) 2, ( ) , (1) 0

4 8
f f f f

    

当 3
4

x  时， ( ) 0,f x  处，1x  不存在，( )f x而在

【例题11】
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4.4 利用导数研究函数的性态

(3)  如果函数 ( )f x 在 内只有唯一的极值，则一定是( , )a b

31, 2 , 3 , , ,n n 求数列 中最大的数。

解：由于 lim 1,n
n

n


 所以最大数一定是一个有限数。

函数 ( )f x 的最值。

设
1

( ) ,xf x x 则
1 1ln ln

2
1 ln( ) (e ) e ,

x x
x x xf x

x
   

唯一驻点 e ,x  所以最大数在 e 附近，比较 32 , 3 ,

得最大数为 3 3。

【例题12】
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4.4 利用导数研究函数的性态

R求内接于半径为 的球的正圆锥的最大体积。

应用问题，唯一驻点，即为所求！

高为 ,h解： ,r设内接于球的正圆锥的底面半径为

则圆锥体的体积为 21 π ,
3

V r h

故 2 2 31 ππ (2 ) (2 ),
3 3

V h Rh h Rh h       

因此， 3
max

16π
81

V R 。

所以 2 22 ,r Rh h 而 2 2 2( ) ,h R r R  

2π 4(4 3 ) , 0 ,
3 3

V Rh h V h R      

注：如果记 π (4 2 )
6

V h h R h     不等式直接可得由 A G“ ”
4
3

h R 。

h R
r

R

【例题13】
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4.4 利用导数研究函数的性态

4.4.4 函数的凸性与拐点

我们已经利用导数讨论了函数的单调性，但同样是单调

增加的函数，其图像仍然存在很大的差异，如：

及其图像的另一种特性：凹凸性。下面将讨论函数

注意：由于生活中常说的凹凸与数学上定义的凹凸性有差异，

为了尽量不产生误解把  称为下凸，而把 称为上凸。
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4.4 利用导数研究函数的性态

1.  函数凸性的定义

则称函数 的图形在( )f x(1) 1 2 1 2( ) ( )
( )

2 2
x x f x f x

f
 

 ，

x

y

O 1x 2x1 2

2
x x

上是下凸的，或称函数 ( )f x 在[ , ]a b

1 2 1 2, [ , ], ,x x a b x x   有( )f x 在 [ , ]a b 上连续，设函数 若

称为凸函数。

注意：数学上把图形是下凸的函数 ( )f x

上是下凸的。[ , ]a b
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4.4 利用导数研究函数的性态

则称函数 的图形在( )f x(2) 1 2 1 2( ) ( )
( )

2 2
x x f x f x

f
 

 ，

x

y

O 1x 2x1 2

2
x x

1 2 1 2, [ , ], ,x x a b x x   有( )f x 在 [ , ]a b 上连续，设函数 若

图形是上凸的函数 ( )f x 称为凹函数。

为了避免混淆，一般不用凹函数概念,

上是上凸的，或称函数 ( )f x 在[ , ]a b 上是上凸的。[ , ]a b

而是直接称函数为上凸函数。
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4.4 利用导数研究函数的性态

2.  函数凸性的一般定义

则称函数(1) 1 2 1 2[ (1 ) ] ( ) (1 ) ( )f x x f x f x        ，

1 2 1 2, [ , ], ,x x a b x x  ( )f x 在 [ , ]a b 上连续，设函数 若
及 有(0 1),   

上是下凸的，[ , ]a b( )f x 在

“ ”若将 改为 “ ”则称函数 ( )f x 在 [ , ]a b 上是严格下凸的。

则称函数(2) 1 2 1 2[ (1 ) ] ( ) (1 ) ( )f x x f x f x        ，

上是上凸的，[ , ]a b( )f x 在

“ ”若将 改为 “ ”则称函数 ( )f x 在 [ , ]a b 上是严格上凸的。
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4.4 利用导数研究函数的性态

• 函数的凸性

下凸表示曲线上任意两点间的弦位于对应弧段的上方

或曲线上任意点处的切线（如果存在的话）位于对应弧段

的下方。

上凸表示曲线上任意两点间的弦位于对应弧段的下方

或曲线上任意点处的切线（如果存在的话）位于对应弧段

的上方。

x

y

O x

y

O
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4.4 利用导数研究函数的性态

用定义来判定函数的凸性是比较困难的，下面给出充分条件。

严格单调增加(或减少)，那么函数 在( )f x 内是严格( , )a b

下凸(或上凸)的。

证明：设 记1 2 1 2, ( , ),x x a b x x   ， 1 0 2 ,x x x 1 2
0 2

x x
x


 则

1 0[ , ]x x分别在 和 0 2[ , ]x x 上应用拉格朗日定理

0 1 1 0 1 1 1 0( ) ( ) ( )( ) , ( )f x f x f x x x x     

3.  函数凸性判定的第一充分条件
( )f x( )f x 在 ( , )a b 内可导，若导函数设函数 在 内( , )a b

2 0 2 2 0 0 2 2( ) ( ) ( )( ) , ( )f x f x f x x x x     
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4.4 利用导数研究函数的性态

2 1
0 1 2 1 22 ( ) ( ) ( ) [ ( ) ( )]

2
x x

f x f x f x f f 
     

将两式相减得：证明(续)：

注意： 1 2
0 1 2, ,

2
x x

x  


  由于 单调增加，( )f x

函数凸性判定的第一充分条件

( )f x故函数 在 ( , )a b 内严格下凸，证毕。

所以： 1 2
0

( ) ( )
( ) ,

2
f x f x

f x


 即： 1 2 1 2( ) ( )
( ) ,

2 2
x x f x f x

f
 


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函数 在( )f x 内是严格下凸的，( , )a b

证明：设 记1 2 1 2, ( , ),x x a b x x   ， 1 0 2 ,x x x 1 2
0 2

x x
x


 则

( ) 0f x 当 时，由一阶泰勒公式得：
21

1 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0
( )

( ) ( ) ( )( )+ ( ) ( ) ( )( )
2

f
f x f x f x x x x x f x f x x x

       

4.  函数凸性判定的第二充分条件

( ) 0f x ( )f x 在 ( , )a b 内二阶可导，当设函数 时，

22
2 0 0 2 0 2 0 0 0 2 0

( )
( ) ( ) ( )( )+ ( ) ( ) ( )( )

2
f

f x f x f x x x x x f x f x x x
       

当 ( ) 0f x  时，函数 在( )f x 内是严格上凸的。( , )a b

相加得： 1 2 0( ) ( ) 2 ( ),f x f x f x  ( )f x即 下凸，证毕。
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5.  拐点

( )f x( )f x 在 ( , )a b 内连续，函数设函数 下凸与上凸的

3

2( )
3

xf x
x




确定函数 的凸向区间并求曲线的拐点。

与利用导数 ( )f x ( )f x 的单调区间、极值类似确定函数

利用二阶导数 ( )f x 可确定函数 ( )f x 的凸向区间、拐点。

称为函数0x 的拐点，把点( )f x 0 0( , ( ))x f x 称为曲线分界点

的拐点。( )y f x

【例题14】
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4 2 2

2 2 2 3
9 6 ( 9)( ) , ( ) ,

( 3) ( 3)
x x x xf x f x
x x
    
 

解：

9 9( 3, ),(0,0),(3, )
4 4

  。曲线的拐点：

当 ( ) 0f x 时，0, 3x x  

【例题14】

列表如下：

( )f x

( )f x

x ( , 3)  ( 3, 0) ( 0 , 3 ) (3, )3 0 3

000 

  09
4


9
4
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4.4 利用导数研究函数的性态

3 3 4

5( 2) 10( 1)( ) , ( ) ,
3 9

x xf x f x
x x

   解：

( 1, 6)  。曲线的拐点：

【例题15】

列表如下：

2
3( ) ( 5)f x x x  确定函数 的凸向区间并求曲线的拐点。

当 ( ) 0f x  ，时，1x   当 ( )f x时，0x  不存在，

( )f x

( )f x

x ( , 1)  ( 1, 0 ) ( 0 , )1 0

0 

  6 0
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证明：

( )f x所以，函数 是下凸的，

【例题16】

2( ) e ,xf x x  则 2 2( ) (2 1) e , ( ) 4( 1) e ,x xf x x f x x      作函数

2 2, 0, ( ) e e ea b a ba b a b a b        。证明不等式：

当 ( ) 0f x  ，时，0x 

故 2 2( ) e e ea b a ba b a b     即
( ) ( ), 0, ( ) ,

2 2
a b f a f ba b f  

  

证毕。

不等式显然成立，a b注意：由于
2 2( ) e e ( ) e ,x a a xF x x a a x       不妨设 作函数,b a

则 利用单调性可以证明，作为练习。( ) 0,F a 
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4.4 利用导数研究函数的性态

4.4.5 曲线的渐近线与函数图像的描绘

1.  曲线的渐近线

如果存在直线 ,L 0x x当 或 时，曲线 ( )y f xx

上的点与直线 L L的距离趋于零，则称直线 为曲线 ( )y f x

的渐近线。

(1).  曲线的垂直渐近线

如果
0

lim ( ) ,
x x

f x


 0x x则称直线 为曲线 ( )y f x

的垂直渐近线。
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(2).  曲线的水平渐近线

如果 lim ( )
x

f x b


 或 lim ( ) ,
x

f x b


 y b则称直线

的水平渐近线。为曲线 ( )y f x

(3).  曲线的斜渐近线

如果 ( )lim
x

f x a
x

 且 lim [ ( ) ] ,
x

f x ax b


 

的斜渐近线。为曲线 ( )y f x则称直线 y ax b 

或
( )lim

x

f x a
x

 且 lim [ ( ) ] ,
x

f x ax b


 
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4.4 利用导数研究函数的性态

• 曲线的斜渐近线的推导如下：

由渐近线的定义知：

2

| ( ) ( ) |lim 0,
1x

f x ax bd
a

 
 



所以 lim [ ( ) ] ,
x

f x ax b


 

的斜渐近线，为曲线 ( )y f x如果直线 y ax b 

得
( )lim

x

f x a
x

 且 lim [ ( ) ]
x

f x ax b


  。

y ax b 
( )y f x

y

xO

注意：当 x 时，需另外同样讨论。
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解：

【例题17】

1x   为曲线的垂直渐近线；显然，

2

2
2
1

x xy
x





求曲线 的渐近线。

而
3 2

2
( 1) ( 1)lim( ) lim 5,

( 1)x x

x x xb y a x
x 

  
    



解：

2

2
2lim 1,
1x

x x
x





为水平渐近线。1y 所以，由于

3

2
( 1)
( 1)
xy
x





求曲线 的渐近线。

1x  为曲线的垂直渐近线，无水平渐近线，
3

2
( 1)lim lim 1,
( 1)x x

y xa
x x x 


  


由于

为斜渐近线。5y x 所以，

【例题18】
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解：

【例题19】

0x  为曲线的垂直渐近线；显然，

1 ln(1 e )xy
x

  求曲线 的渐近线。

且
+

1lim ( ) lim [ ln(1 e ) ] 0,x

x x
b y a x x

x  
       

1lim [ ln(1 e )] 0,x

x x
   为水平渐近线。0y 所以，由于

2
1 ln(1 e ) elim lim [ ] lim 1,

1 e

x x

xx x x

ya
x xx  


    


而

为斜渐近线。y x所以，
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【例题20】

而 π 2arctan π 2arctan
1 1lim ( ) lim [2 (e 1) e ]x x

x x
b y a x x  

 
      

解：

π 2arctan(2 1) e xy x   求曲线 的渐近线。

曲线无垂直渐近线也无水平渐近线，
π 2arctan

1
(2 1)lim lim e 2,x

x x

y xa
x x



 


   由于

为斜渐近线。2 5y x 所以，

其中 π 2arctanlim e 1,x

x






π 2arctan
π 2arctan e 1lim 2 (e 1) 2 lim 41

x
x

x x
x

x




 


   

x同理，当 2π 2π
2 2 2lim 2e , lim ( ) 5e ,

x x

ya b y a x
x 

    时，

是曲线的另一条斜渐近线。2π 2π2e 5ey x 所以，
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2.  函数图像的描绘

(1) 确定函数的定义域，函数的奇、偶性，周期性；

(2) 计算函数的一阶导数、二阶导数；

(5) 求出曲线的渐近线；

(6) 求出各个分割点的函数值，可能的话，求出曲线在坐标轴

上的截距，结合函数的性质用光滑曲线描绘出函数的图形。

列表格讨论函数的单调区间、极值，凸向区间与拐点；

(3) 求出 ( ) 0, ( ) 0f x f x   及不存在的点；

(4) 用 (3) 中得到的点将定义域分成若干个小区间，
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【例题21】

2 3
1 ln 3 2ln( ) 1 , ( ) ,x xf x f x

x x
    解：

lnxy x
x

 全面讨论函数 的性态，并描绘曲线的图形。

0,x 函数的定义域为：

列表：
当 时，

3
2ex 当时，1x  ( ) 0,f x ( ) 0,f x 

极小值 min(1) 1,f 

( )f x

( )f x

x (0,1)
3
2(1, e )

3
2(e , )1

3
2e

0 

  1

0

( )f x

   

*

拐点
3 3
2

3
2

2e 1(e , )

2e


。
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【例题21】 解(续)：

描绘曲线的图形，注意：先确定曲线的渐近线，

0,x 曲线的垂直渐近线： ,y x曲线的斜渐近线：

x

y

O 3
2e

1

1
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【例题22】
2

3 4
( 1) ( 5) 12( 1)( ) , ( ) ,
2( 1) ( 1)

x x xf x f x
x x

    
 解：

3

2
( 1)
2( 1)

xy
x





全面讨论函数 的性态，并描绘曲线的图形。

1,x 函数的定义域为：

列表：

当 时，1x 当时，1 5x x   ( ) 0,f x ( ) 0,f x 

极小值 min
27(5) ,
4

f  拐点 ( 1,0) 。

( )f x 0

( )f x

( )f x

x ( , 1)  ( 1,1) (1 , 5 ) (5, )1 1 5

00 

  

0
27
4

   


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【例题22】 解(续)：

描绘曲线的图形

1,x 曲线的垂直渐近线：
5 ,

2
xy 

曲线的斜渐近线：由例题18知，

x

y

51 1O5

5
2

27
4
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第四章 微分中值定理及导数应用

本次课程内容小结

下次课程内容预告
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第四章 微分中值定理及导数应用

谢 谢 ！


