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《高等数学(I)》

高等数学 (I)

主讲教师：李铮
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高等数学(I)

上一次课程内容回顾
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4.3 泰勒公式及其应用

误差为： 0( ),x x 

4.3  泰勒 公式及其应用( )Taylor

由微分定义知： ( ),y A x x     d ,y y 很小时，当 | |x

或当 很小时，0| |x x 0 0 0( ) ( ) ( )( ),f x f x f x x x  

作为函数 的近似值时，即用 ( )f x0 0 0( ) ( )( )f x f x x x 

由此产生的问题是：误差的具体形式是什么？怎样提高精度？

成立，问题：假设 2
0 0 0 1 0 0( ) ( ) ( )( ) ( , ) ( )f x f x f x x x k x x x x     

是什么？那么 1 0( , )k x x
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4.3 泰勒公式及其应用

作函数 2
1 0( ) ( ) [ ( ) ( )( ) ( , ) ( ) ]F t f x f t f t x t k x x x t      

 之间，使得介于 0x x，则 由罗尔定理知存在0( ) ( ) 0F x F x  ，

即 1[ ( ) ( )( ) ( ) 2 ( )] 0f f x f k x             ( ) 0,F  

所以：由于 1
1 ( ),
2

k f 0,x   其中 介于 之间。0,x x

设 2
0 0 0 1 0 0( ) ( ) ( )( ) ( , ) ( )f x f x f x x x k x x x x     

因此， 2
0 0 0 0

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) (*)
2

ff x f x f x x x x x      

其中 介于 之间，0,x x 称为一阶泰勒(Taylor)公式。(*)上式
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4.3 泰勒公式及其应用

同理可得： 2
1 ( ),
3!

k f  其中 介于 之间。0,x x

设 2 30
0 0 0 0 2 0 0

( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( , ) ( )

2
f x

f x f x f x x x x x k x x x x


       

拉格朗日定理: 0 0( ) ( ) ( )( ),f x f x f x x   其中 介于 之间。0,x x

其中 介于 之间。0,x x

又称为零阶泰勒(Taylor)公式。

2 30
0 0 0 0 0

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
2! 3!

f x ff x f x f x x x x x x x 
        

因此，可得到二阶泰勒(Taylor)公式：
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4.3 泰勒公式及其应用

内有0( )U x定理4.3.1 ( )f x设函数 0x在点 的某个邻域 阶( 1)n

且0( )x U x导数， 0x x ，则有

4.3.1. 泰勒 公式( )Taylor

(
20 0

0 0 0 0 0
( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) (1)
2! !

n
n

n
f x f x

f x f x f x x x x x x x R
n


           

）

其中 称为拉格朗日余项，
( 1)

1
0

( ) ( )
( 1)!

n
n

n
fR x x
n


  


介于 之间。0,x x

阶泰勒(Taylor)公式。n(1) 式称为带有拉格朗日余项的

证法1：类似推导一阶泰勒公式的方法，由数学归纳法逐步证得。(略）
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4.3 泰勒公式及其应用

记多项式

( ) ( ) ( ),n nR x f x P x 设
( )

0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) 0n
n n n nR x R x R x R x      ，

(
20 0

0 0 0 0 0
( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
2! !

n
n

n
f x f x

P x f x f x x x x x x x
n


         

）

连续应用柯西定理，得

在 0( )U x则 ( 1)n 导数，且内有( )nR x

0 1 1 0 2
1 1 1

0 0 1 0 1 0 2 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( 1)( ) ( 1)( ) ( 1) ( )

n n n n n n n
n n n n n

R x R x R x R R R x R
x x x x n x n x n n x

  
    

    
   

         

证法2：

( ) ( 1)

0

( ) ( )
( 1)!( ) ( 1)!

n n
n n n

n

R R
n x n

 




  
  



所以
( 1) ( 1)

1 1
0 0

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),
( 1)! ( 1)!

n n
n nn

n n n
R fR x x x x x f x P x R x

n n
  

         
 

其中 介于 之间，当然介于0 , nx  之间，证毕。0,x x
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4.3 泰勒公式及其应用

内有定义，且0( )U x定理4.3.2 ( )f x设函数 0x在点 的某个邻域

(
20 0

0 0 0 0 0
( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) (2)
2! !

n
n

n
f x f x

f x f x f x x x x x x x R
n


           

）

其中 称为佩亚诺(Peano)余项。0[( ) ]n
nR x x 

阶泰勒(Taylor)公式。n(2) 式称为带有佩亚诺余项的

阶导数，n 且0x在点 0x x ，有 则有0( )x U x

• 微分定义 0 0 0 0( ) ( ) ( )( ) ( )f x f x f x x x x x    

一阶泰勒(Taylor)公式。可看成带有佩亚诺余项的
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4.3 泰勒公式及其应用

时，0 0x 当

4.3.2. 麦克劳林 公式( )Maclaurin

(
2(0) (0)( ) (0) (0) (3)

2! !

n
n

n
f ff x f f x x x R

n


         
）

其中 称为拉格朗日余项，
( 1) ( 1)

1 1( ) ( ) , (0 1)
( 1)! ( 1)!

n n
n n

n
f f xR x x
n n

  
 

      
 

阶麦克劳林(Maclaurin)公式。n(3)式称为

称为佩亚诺余项。( )n
nR x

阶泰勒(Taylor)公式。n也可以直接称为
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4.3 泰勒公式及其应用

• 一些简单函数的麦克劳林公式

2 11 1 ee 1 , (0 1)
2! ! ( 1)!

x
x n nx x x x

n n


          




( ) exf x （1）函数 阶麦克劳林公式。n的

所以( ) ( )( ) e , (0) 1,k x kf x f 由于

( ) sinf x x（2）函数 阶麦克劳林公式。2n的
1

3 5 2 1 2 11 1 ( 1) cossin ( 1) , (0 1)
3! 5! (2 1)! (2 1)!

n
n n nxx x x x x x

n n
 


 

            
 



( ) sinf x x注意： 阶麦克劳林公式余项有变化。(2 1)n的
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4.3 泰勒公式及其应用

( ) (1 )f x x  （3）函数 阶麦克劳林公式。n的

2( 1) ( 1) ( 1)(1 ) 1 ( )
2! !

n
n

nx x x x R x
n

         
        



为正整数时，余项为零，公式即为二项式展开式。n 当

1 1( 1) ( )( ) (1 ) , (0 1)
( 1)!

n n
n

nR x x x
n

       
    


其中

21 1 ( 1) ( )
1

n n nx x x x
x

      


时，有1  当

注意：在没有明确要求时，余项用佩亚诺余项表示即可。

21 1 ( )
1

n nx x x x
x

     


变化：
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4.3 泰勒公式及其应用

2 3 11 1 1ln(1 ) ( 1) ( ),
2 3

n n
nx x x x x R x

n
          

( ) ln(1 )f x x （4）函数 阶麦克劳林公式。n的

1
1

( 1)( ) , (0 1)
( 1)(1 )

n
n

n nR x x
n x








   

 
其中

写出函数 ( ) lnf x x 在 阶泰勒公式。n处的0 1x 

解法1： ( )( )kf x直接求 写出相应泰勒公式，略。( )(1)kf及

解法2： 利用(4)中给出的公式间接方法展开。
2 3 11 1 1ln ln[1 ( 1)] ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( ),

2 3
n n

nx x x x x x R x
n

                

( ) [( 1) ]n
nR x x  。或1

1
( 1)( ) ( 1) , (0 1)

( 1)[1 ( 1)]

n
n

n nR x x
n x








    

  
其中

【例题1】
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4.3 泰勒公式及其应用

4.3.3. 泰勒公式的应用

泰勒公式应用的关键是：

( )f x（1）当函数 ( 1)n 有 阶导数时，可应用

0 0, ( )x x x x 。（3)  怎样选取两个不同的点

阶泰勒公式n
(

20 0
0 0 0 0 0

( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

2! !

n
n

n
f x f x

f x f x f x x x x x x x R
n


          

）

阶泰勒公式。n带有拉格朗日余项的

( )f x（2）当函数 n有 阶导数时，只可应用

阶泰勒公式。n带有佩亚诺余项的
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4.3 泰勒公式及其应用

1. 近似计算

e 3| | ,
( 1)! ( 1)!nR
n n

 
 

而

解： 1 1 ee 1 1 , (0 1)
2! ! ( 1)!n n


       




(
20 0

0 0 0 0 0
( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
2! !

n
nf x f x

f x f x f x x x x x x x
n


         

）

计算 e 610 。的近似值，且误差小于

所以：时，9n 当 63 10 ,
10!


1 1e 1 1 2.718282
2! 9!

     

【例题2】
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4.3 泰勒公式及其应用

即在求极限时可以把不必要的高阶无穷小去掉！

2. 计算极限

(
2(0) (0)( ) (0) (0) ( )

2! !

n
n nf ff x f f x x x x

n



        

）

阶麦克劳林公式知n由

( ) ~ ,   为无穷小时，有当

给出了x 的各阶无穷小，在求极限时需要几阶就选相应几项,

因此，大部分求极限的题都可使用泰勒公式来计算。

要求：熟悉常用公式，灵活使用。
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4.3 泰勒公式及其应用

解：由于 2 3 4 41 1 1e 1 ( ) ,
2! 3! 4!

x x x x x x     

【例题2】求极限
21

2

40

e coslim
x

x

x
x






。

21
2 2 2 4 2 4 42 1 1 1 1 1e 1 ( ) ( ) ( ) 1 ( )

2 2! 2 2 8
x

x x x x x x 


         所以：

故原极限
4 4

40

1 1( ) ( ) 18 24lim
12x

x x

x





 
  。

而 2 4 41 1cos 1 ( )
2! 4!

x x x x   



17

4.3 泰勒公式及其应用

解：

而 3 31sin ( ) ,
3!

x x x x  

【例题3】

2 2(0)( ) (0) (0) ( ),
2

ff x f f x x x


     所以

由 30

sin ( ) 1lim ,
2x

x x f x
x




求30

sin ( ) 1lim ,
2x

x x f x
x


 的值。(0), (0), (0)f f f 

( )f x设函数 0x在 的某个邻域内二阶可导，且

( )f x由于 0x在 的某个邻域内二阶可导，

故 2 3 3(0) 1sin ( ) [1 (0)] (0) [ ] ( )
2 6

fx x f x f x f x x x


         

可得
4(0) 1, (0) 0, (0)
3

f f f     。
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4.3 泰勒公式及其应用

3. 函数值估计

证明：

2
4 | ( ) ( ) || ( ) |

( )
f b f af
b a

   


。证明： 使得( , ),a b 

( ) ( ) 0,f a f b  ( )f x设函数 [ , ]a b在 上二阶可导，且

21
1

( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) , ( )
2 2 2! 2 2

fa b a b a b a bf f a f a a a a



         

21
1

( )
( ) ( ) , ( )

8 2
f a bf a b a a




 
    

( )f x由于 [ , ]a b在 上二阶可导，在区间 [ , ]
2

a ba  上

应用一阶泰勒公式，得到：

【例题4】
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4.3 泰勒公式及其应用

证明(续)：

2 2

1 2
( ) ( )| ( ) ( ) | [| ( ) | | ( ) |] | ( ) |

8 4
b a b af b f a f f f        所以：

1 2| ( ) | max{| ( ) |,| ( ) |} , ( ),f f f a b       其中 证毕。

两式相减得：
2

1 2
( )( ) ( ) [ ( ) ( )]

8
b af b f a f f     

【例题4】

同理在区间 [ , ]
2

a b b
上应用一阶泰勒公式可得：

22
2

( )
( ) ( ) ( ) , ( )
2 8 2

fa b a bf f b b a b
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4.3 泰勒公式及其应用

证明：

( ) 3f   。证明： 使得( 1,1),  

[0,1]分别在区间 [ 1,0] 和 上应用二阶泰勒公式

( )f x设函数 [ 1,1]在 上有三阶连续导数，且

2 31
1

( )(0)( 1) (0) (0)( 1) ( 1) ( 1) , ( 1 0)
2! 3!

fff f f





          

代入已知条件，相减得 1 2( ) ( ) 6,f f   

【例题5】
( 1) 0, (1) 1, (0) 0,f f f    

2 32
2

( )(0)(1) (0) (0) 1 1 1 , (0 1)
2! 3!

fff f f





        

( )f x由于 1 2[ , ] ( 1,1)      使得连续，所以

1 2( ) ( )
( ) 3,

2
f f

f
 


    证毕。
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4.3 泰勒公式及其应用

证明：

| ( ) | 2f x  。证明：

[ ,2]x分别在 [0, ]x 和 应用一阶泰勒公式

( )f x设函数 [0,2]在 上二阶可导，且满足

21
1

( )
(0) ( ) ( )( ) ( ) , (0 )

2!
f

f f x f x x x x





      

相减得 2 22 1( ) ( )
(2) (0) 2 ( ) (2 )

2 2
f f

f f f x x x
  

      

【例题6】

| ( ) | 1,| ( ) | 1,f x f x 

22
2

( )
(2) ( ) ( ) (2 ) (2 ) , ( 2)

2!
f

f f x f x x x x





        

所以 2 212 | ( ) | 1 1 [(2 ) ] 2 2 4,
2

f x x x         证毕。
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第四章 微分中值定理及导数应用

本次课程内容小结

下次课程内容预告
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第四章 微分中值定理及导数应用

谢 谢 ！


