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《高等数学(I)》

高等数学 (I)

主讲教师：李铮
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上一次课程内容回顾
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4.2 洛必达法则

在第二章中我们学习了极限的定义（包括数列极限的

准则、两个重要极限、无穷小的定义、性质、比较等，求极限

主要方法：极限运算法则、重要极限、等价无穷小的代换等。

零因子的方法解决。

对于不定型 的极限主要通过消去无穷因子或消去
0,
0




“ ”

仍然无法解决，这一节我们将介绍利用导函数来求极限的方法。

30

sinlim ,
x

x x
x

 我们但是，如果遇到求极限

4.2  洛必达 法则(L'Hospital )

定义和函数极限的 定义)、极限存在”N “ ”,X “ ” “
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4.2 洛必达法则

(1)
0 0

lim ( ) 0, lim ( ) 0,
x x x x

f x g x
 

 

定理4.2.1 ( ), ( )f x g x设函数
0

0( )U x在 内有定义，如果

在( ), ( )f x g x(2） 内可导，且 ( ) 0 ,g x 
0

0( )U x

) ,为常数 ( 或为
0

( )lim ,
( )x x

f x A A
g x





(3)

则有
0 0

( ) ( )lim lim
( ) ( )x x x x

f x f x A
g x g x 


 


。

4.2.1. 不定型 的定值法
0
0

“ ”

法则。这样求极限的方法称为洛必达 (L'Hospital )
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4.2 洛必达法则

20

1 12 sin cos
lim

secx

x
x x

x


而极限 不存在。

2

0

1sin
lim 0,

tanx

x
x

x
例如，极限

不存在。
0

( )lim
( )x x

f x
g x

注意：

(2)  当
0

( )lim
( )x x

f x
g x


 不存在且不为无穷大时，不能说明

(1)  应用定理4.2.1求极限时，必须是不定型 0
0

“ ”，

仍然是不定型时，可继续使用洛必达法则。(3)  当
0

( )lim
( )x x

f x
g x



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4.2 洛必达法则

解： 3 20 0

sin 1 cos 1lim lim
63x x

x x x
x x 

 
  。

【例题1】求极限 30

sinlim
x

x x
x


。

【例题2】求极限
0

e e 2lim
tan

x x

x

x
x x





 


。

解： 2 20 0 0

e e 2 e e 2 e e 2lim lim lim
tan 1 sec

x x x x x x

x x x

x
x x x x

  

  

     
  

 

0 0

e e e elim lim 1
2 2

x x x x

x xx

 

 

 
      。



7

4.2 洛必达法则

回顾：
极限运算法则的变化：

(1)  当 limv b 时，有 lim( ) limu v u b   ；

常用的等价无穷小，当 时，0x

(2)  当 lim 0v c  时，有 lim( ) limu v c u   。

21sin ,tan ,1 cos ,
2

x x x x x x  

e 1 ,ln(1 ) ,(1 ) 1 ,x x x x x x      

当 时，0x x 令 0 0t x x   ，当 时，x 令 1 0t
x

  。
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4.2 洛必达法则

• 求极限的基本方法：

(1)  确定极限存在且不为零的因子，

(3)  应用洛必达法则。

(2)  利用无穷小等价代换，

• 求极限的特殊方法：无穷小的性质

无穷小乘以有界量仍然是无穷小。
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4.2 洛必达法则

解： 3 20 0

sin cos sin 1lim lim
33x x

x x x x x
x x 


  。

【例题3】求极限 30

sin coslim
x

x x x
x


。

注意比较：

30

cos 1lim ,
2x

x x x
x


 30

sin 1 1lim
6x

x x
x

 
  。

由上面比较可知，在加、减运算时，不要用等价代换！

问题：如何求极限
sin

30

e elim ?
x x

x x


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4.2 洛必达法则

解：

【例题4】求极限
3cos 3

32 40

e (e 1)lim
(2 3 )ln(1 )(e 1)(1 1 )

x x

xx

x

x x x

  

    
。

显然不会直接用洛必达法则求极限。

由求极限的基本方法知

原式
3 33 3

60 04

e e 1 3e e 1lim lim12 4(2 ) ( )( )
3

x x

x x

x x
xx x x 

   
   

   

3 32 2

5 30 0

3e 3 e 3 3e e 1 3elim lim
4 8 86

x x

x x

x x
x x 

  
     。
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4.2 洛必达法则

解：

【例题5】求极限 2π
2

ln(sin )lim
(π 2 )x

x
x 

。

2π π π
2 2 2

cos
ln(sin ) 1 cossinlim lim lim

2( 2)(π 2 ) 4 π 2(π 2 )x x x

x
x xx

x xx  
  

  

π
2

1 sin 1lim
4 2 8x

x




   


。
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4.2 洛必达法则

(1) lim ( ) 0, lim ( ) 0,
x x

f x g x
 

 

( ), ( )f x g x设函数 | |x M在 时有定义，如果

在( ), ( )f x g x(2） 时可导，且 ( ) 0 ,g x | |x M

) ,为常数， ( 或为
( )lim ,
( )x

f x A A
g x





(3)

则有 ( ) ( )lim lim
( ) ( )x x

f x f x A
g x g x 


 


。

这也称为求极限的洛必达法则。

证明： 1 ,x
t

利用变量代换 x将 化为 0t ，直接由定理4.2.1

可得结论，略。

定理4.2.2
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4.2 洛必达法则

解：

【例题6】求极限 11

π arctan
2lim

e e
x

x

x

 





。

2

2

1
1 11lim 1e ex

x

x



 


。11

π πarctan arctan12 2lim lim 1e
e e

x x
x

x x

x
 

 



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4.2 洛必达法则

(1)
0 0

lim ( ) , lim ( ) ,
x x x x

f x g x
 

 

定理4.2.3 ( ), ( )f x g x设函数
0

0( )U x在 内有定义，如果

在( ), ( )f x g x(2） 内可导，且 ( ) 0 ,g x 
0

0( )U x

) ,为常数， ( 或为
0

( )lim ,
( )x x

f x A A
g x





(3)

则有
0 0

( ) ( )lim lim
( ) ( )x x x x

f x f x A
g x g x 


 


。

4.2.2. 不定型 的定值法


“ ”

这也是洛必达法则。

注：
0

lim ( ) ,
x x

f x


 (1)  如果没有条件 结论同样成立；

x(2)  当 时，有类似的结果。
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4.2 洛必达法则

洛必达法则是求函数极限的一种主要方法，对于两种类型

都有相应的结论。及两种极限形式 0 ,x x x 和0
0

“ ”



“ ”

解：

求极限
1

πln(tan )
2lim

ln(1 )x

x

x 
。

02
0

1 1 1 1

π π π πln(tan ) cot sec π 1 12 2 2 2lim lim lim lim 11 π πln(1 ) 2 cos sin
1 2 2

x x x x

x x x x
x x x

x
   




   

  
    

 


。

即有 ( ) ( )lim lim
( ) ( )

f x f x
g x g x





，

0
0

“ ”




“ ”

0x x

x

【例题7】
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4.2 洛必达法则

解：

【例题8】

0 。
1 2

2
( 1)lim lim lim

ln (ln )

m m m

x x xx x x

x m x m m x
a a a a a

 

  

   
  

 


求极限 lim ,
m

xx

x
a

其中 m 为正整数， 1a  。

【例题9】求极限 lnlim ,
m

x

x
x

其中 m 为正整数。

解：
1 2ln ln ( 1) lnlim lim lim

m m m

x x x

x m x m m x
x x x

 

  

   
  

常用结论：
100

lim 0 ,
2xx

x




0 。

常用结论：
100lnlim 0

x

x
x

 ，变化：
+

100

0
lim ln 0
x

x x


  。
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4.2 洛必达法则

, ( 1), ( 1), ,ln ( 1),lnx x k kx a a x k x x k x   。

• 当 趋于 的快慢程度依次为：x   

• 对于数列趋于 的快慢程度依次为： 

, ! , ( 1), ( 1), ,ln ( 1),lnn n k kn n a a n k n n k n   。

• 洛必达法则有时会无效的，例如：

极限
2

2

0

1sincos 1lim 1, lim 1, lim 0
sin ln(1 )x x x

xx x x x
x x x x  

 
  

 
。
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4.2 洛必达法则

1.  不定型 0“ ”

4.2.3. 其它不定型的定值法

注意：根据具体函数再作选择。

• 其它不定型 0 00 , ,1 , , 0     “ ”

或通常可化为不定型• 不定型 0“ ”
0
0

“ ”



“ ”

00 1 1
0


 



“ ”
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4.2 洛必达法则

解：

【例题10】

0 。
2

2

0 0 0 0
2

12 lnln lnlim ln lim lim 2 lim1 1 1x x x x

xx xxx x

x xx
   




   

 
    



求极限 2

0
lim ln

x
x x


 。

注意：如果选择计算

常用结论：
+

100

0
lim ln 0
x

x x


  。

0
02 3

0 0 0 0
2 3

1 1lim ln lim lim lim ln1 2 1 2
ln ln

x x x x

xx x x x

xx x
      

     
 


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4.2 洛必达法则

解：

【例题11】

π 2arctanlim (π 2arctan ) ln lim 1
ln

x x

xx x

x
 


  

求极限 lim (π 2arctan ) ln
x

x x


  。

0
2 20 2

2

2

2
ln1lim 2 lim 01 1

ln
x x

x xx
xx

x x
 


   


。
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4.2 洛必达法则

2.  不定型 “ ”

通常可通分化为• 不定型 “ ”
0
0

“ ”

如： 1 2
2 1

2 1 2 1

1 1
1 1 0
1 1 1 1 0


 

     


   

。

解：

【例题12】求极限
0

1 1lim( )
e 1xx x




。

20 0 0 0

1 1 e 1 e 1 1 e 1 1lim( ) lim lim lim
2 2e 1 (e 1)

x x x

x xx x x x

x x
x xx x   

    
    

  
。
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4.2 洛必达法则

解：

【例题13】求极限 2 20

1 1lim( )
sinx x x

 。

2 2

2 2 2 2 40 0 0

1 1 sin (sin )(sin )lim( ) lim lim
sin sinx x x

x x x x x x
x x x x x  

  
  



30 0

sin sin 1 1lim lim 2 ( )
6 3x x

x x x x
x x 

 
       。

求极限

1

0

(1 ) elim
x

x

x
x

 
。

解：
1 1 1ln(1 ) ln(1 ) 1 ln(1 )(1 ) e e e e [e 1] ~ e

x x
x x x x xx

x
    

       

所以：原式 20 0

1 ln(1 ) ln(1 ) ee lim e lim
2x x

x x x x
x x x 

   
       。

【例题14】
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4.2 洛必达法则

3.  不定型 0 01 , ,0 “ ”

形式，建议先化为• 一般情况下遇到 vu“ ” lnev u“ ”。

形式上有 ln1 0 0 0 ln 0 0 0 ln0 01 e e , e e ,0 e e                。

解法1：

【例题15】求极限

1
1

0

(1 )lim[ ]
e

x
x

x

x



。

2

1
ln(1 )1 1 1 1[ ln(1 ) 1]

2
0 0 0

(1 )lim[ ] lim e lim e e
e

x xx x
x x x x

x x x

x
 

   

  


   。

解法2：

1

0

1 1
(1 ) e1 1 1lim

e 2
0 0

(1 ) (1 ) elim[ ] lim[1 ] e e
e e

x

x

x
x x

xx x
x x

x x 

 


 

  
    。
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4.2 洛必达法则

解：

【例题16】求极限
1
ln

0
lim (cot ) x

x
x


。

1 1 ln(cot )
ln ln(cot ) e ,

x
x xx 由于

所以：原式 1e 。

2

0 0 0

ln(cot ) csclim lim lim 1,1ln cos sincotx x x

x x x
x x xx

x
    


    


而
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4.2 洛必达法则

解：

【例题17】求极限
1 1

lnlim (e 1)x x
x

 。

1
1 1 1 ln(e 1)

ln ln(e 1) e ,
x

x x x


 由于

所以：原式 1e 。

1
1

2

1

1e ( )ln(e 1)lim lim 1,
ln 1(e 1)

x
x

x x
x

x
x

x

 

 
  

 

而
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4.2 洛必达法则

解：

【例题18】求极限 lim ( 1)
ln

n
n

n n
n

 。

1 1 ln ln1 1 e 1 ~ ,
nn n n nn n

n
    由于 所以：原式 1 。

注意：不能直接对数列使用洛必达法则！

如果需要使用洛必达法则的话，应先把 n 改为 ,x

改为n   然后再使用洛必达法则。x  
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4.2 洛必达法则

解：

【例题19】求极限
1

lim ln ln(1 )
x

x x


  。

1
1e (1 )1 1[ ] ,1 1e e(1 ) (1 ) e (1 )

x
x

x x x

x x xx x
x

x x

  
     

   
由于

原式
1 1

lim ln[1 ( 1)] ln(1 ) lim ( 1) ln(1 ) 0
x x

x x x x
  

          。

2
1 1= lim [e (1 ) ]
e

x

x
x

x
   故，原式

求极限
1

lim [ ]
e(1 )

x

xx

x x
x







。

解：

1=
2e

。由例题14知，原式

【例题20】
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4.2 洛必达法则

上连续，在0 0[ , )x x 定理4.2.4 0, 设 ( )f x函数 在

4.2.4. 导函数的极限

0( ) ,f x A 且 即
0

0( ) lim ( )
x x

f x f x



  。在点 处右导数存在，0x

( )f x存在，则函数
0

lim ( )
x x

f x A


 上可导，若0 0( , )x x 

上连续，在0 0( , ]x x0, 设 ( )f x函数 在 0 0( , )x x

0( ) ,f x A 且 即
0

0( ) lim ( )
x x

f x f x



  。左导数存在，

( )f x存在，则函数
0

lim ( )
x x

f x A


 上可导，若 在点 0x 处
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4.2 洛必达法则

0 0

0
0

0

( ) ( )
( ) lim lim ( ) ,

x x x x

f x f x
f x f x A

x x 
 

   


由洛必达法则 证毕。

定理4.2.4 证明：

推论：

0( ) ,f x A  即
0

0( ) lim ( )
x x

f x f x


  。

内可导，
0

0( , )U x 内连续，在0( , )U x 0, 设 ( )f x函数 在

在点( )f x 处可导，且0x存在，则函数
0

lim ( )
x x

f x A


 若

在点( )f x 处可能可导。0x不存在时，函数
0

lim ( )
x x

f x


注意：当

在点 ( )f x 处一定不可导!0x 不连续时，函数( )f x当函数 在点 0x
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4.2 洛必达法则

对于函数
2 1sin , 0

( )
0, 0

x x
f x x

x

  
 

，

进一步有
1| | sin , 0

( ) ,
0, 0

kx x
f x x

x

  
 

连续；( )f x时，函数0k 当

可导；( )f x时，函数1k 当

的导函数连续。( )f x时，函数2k 当

处连续且可导，但0x 在点 不存在。
0

lim ( )
x

f x




注意： 1k  时如何？

注意： 2k  时如何？
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第四章 微分中值定理及导数应用

本次课程内容小结

下次课程内容预告
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第四章 微分中值定理及导数应用

谢 谢 ！


