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第四章 微分中值定理及导数应用

第四章 微分中值定理及导数应用

如函数的单调性、凹凸性及最大值、最小值问题等，

我们先引入微分中值定理及泰勒定理，为研究函数的整体性质

上一章我们学习了导数及微分的概念及计算，利用导数

及微分解决了一些具体问题，本章将进一步研究导数的应用，

提供有力保障。
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4.1 微分中值定理

4.1  微分中值定理
4.1.1.  罗尔(Rolle)定理

1.  定理4.1.1 费马(Fermat)引理：

( )f x设函数 [ , ]a b在 上有定义，在内点 c 处取得最大值

证明： c 处取得最大值，设函数 ( )f x 在点

证毕。故 ( ) 0,f c 

在点( )f x(或最小值)，且 处可导，则 ( ) 0f c  。c

( ) ( )( ) lim 0;
x c

f x f cf c
x c



  


则 ( ) ( )( ) lim 0;
x c

f x f cf c
x c



  


在点( )f x由于 处可导，所以 ( ) ( ) ,f c f c  c
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4.1 微分中值定理

2.  定理4.1.2 达布(Darboux)定理：

( )f x设函数 [ , ]a b在 上可导，且 ( ) ( ) 0,f a f b   则

证明：

使得( , ),a b  ( ) 0f   。

( ) 0,f a 由不妨设 ( ) 0, ( ) 0,f a f b   知
( ) ( )( ) ( ) lim 0,

x a

f x f af a f a
x a



   


时，有1a x a   当由极限定义知， ( ) ( );f x f a1 0 , 

时，有2b x b  当同理， ( ) ( ),f x f b2 0 , 

( )f x又函数 [ , ]a b在 上可导一定连续，故最小值一定在内点

证毕。( ) 0,f  ( , )x a b  处取得，由费马引理知
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4.1 微分中值定理

3.  定理4.1.3 罗尔(Rolle)定理：

( )f x设函数 [ , ]a b在 上连续，在 ( , )a b 上可导，且

证明：

使得 ( ) , [ , ] ,m f x M x a b   

可取( ) , ( ) 0,f x C f x  则如果 ( , )a bM m ， 内任何值；

中至少有一个在内点,M m则如果 ,M m ( , )x a b  处取得，

使得( , ),a b  ( ) 0f   。( ) ( ),f a f b 则

又 ( ) ( )f a f b ，所以，

证毕。( ) 0,f  由费马引理知( )f x 在 ( , )a b 上可导，

( )f x由于函数 [ , ]a b在 上连续，故有最大值 和最小值M ,m
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4.1 微分中值定理

• 罗尔(Rolle)定理的几何意义

• 罗尔定理的三个条件：

(3)  端点函数值相等。(1)  闭区间上连续，(2) 开区间上可导，

使得( , ),a b  ( ) 0f   。结论：

• 注：罗尔定理的条件只是充分条件。

a b x

y

O 
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4.1 微分中值定理

【例题1】 ( )f x设函数 [0,3]在 上连续，在 (0,3) 内可导，且

证明：

使得 ( ) , [0,2] ,m f x M x   

使得[0,2], 由介值定理推论知 (0) (1) (2)( ) 1,
3

f f ff   
 

( ) 0 ,f  由罗尔定理可得： ( ,3) (0,3),    使得

使得(0,3),  ( ) 0f   。(0) (1) (2) 3, (3) 1,f f f f    证明：

(0) (1) (2) ,
3

f f fm M 
 所以，

证毕。

( )f x函数 [0,2]在 上连续，故有最大值 和最小值M ,m
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4.1 微分中值定理

4.  罗尔(Rolle)定理的推广

( )f x设函数 [ , )a 在 上连续，在 ( , )a  内可导，

• 广义罗尔定理1：

则结论显然成立；[ , ), ( ) ( ),x a f x f a   若证明：

证毕。( ) 0,f  由费马引理知

, ( ) ( ),c a f c f a 不妨设 由于 lim ( ) ( ),
x

f x f a


 0
( ) ( ) ,

2
f c f a 

对

故,X c  x X当 0| ( ) ( ) | ,f x f a  时，有 0( 1) ( ) ( ),f X f a f c   

所以 ( )f x ( , 1) ( , )x a X a    的最大值在内点 处取得，

x

y

O a

使得( , ),a   ( ) 0f   。lim ( ) ( ),
x

f x f a


 则且
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4.1 微分中值定理

• 广义罗尔定理2：

作函数证明：

使得( , ),a b  ( ) 0f   。则

满足罗尔定理的条件，证毕。( )F x则函数

( )f x设函数 ( , )a b在 内可导，且 lim ( ) lim ( ),
x a x b

f x f x
  



( )F x   ( ) ,f x a x b 

lim ( ),
x a

f x x a




lim ( ),
x b

f x x b



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4.1 微分中值定理

4.1.2.  拉格朗日(Lagrange)定理

1.  定理4.1.4 拉格朗日(Lagrange)定理：

( )f x设函数 [ , ]a b在 上连续，在 ( , )a b 上可导，

使得( , ),a b  ( ) ( ) ( )f b f a f
b a

 


。则

• 拉格朗日(Lagrangd)定理的几何意义

a b x

y

O 

时，( ) ( )f a f b当

拉格朗日定理即为罗尔定理。
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4.1 微分中值定理

拉格朗日定理的证明：

证明：作辅助函数 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )f b f aF x f x f a x a
b a


    


则 ( )F x ( ) ( ) 0,F a F b [ , ]a b在 上连续，在 ( , )a b 内可导，且

( ) 0 ,F  由罗尔定理可得： ( , ),a b  使得 证毕。

证明思路：能否找到一个满足罗尔定理条件的函数 ( )F x

这样的函数称为辅助函数，问题：如何找辅助函数？

( ) ( )( ) ( ) 0 , ( ) ?f b f aF f F x
b a

      


即：

使得 ( ) 0F   为我们要的结果！



13

4.1 微分中值定理

2.   拉格朗日(Lagrange)定理的其它形式

( ) ( ) ( ) ( ) ,f b f a f b a a b      

则拉格朗日定理可表示为:

也可表示为： ( ) , 0 1,y f x x x       

因此，拉格朗日定理又称为有限增量公式。

,a b 由于
a

b a








，记 则 ( ),a b a    0 1, 

或 ( ) ( ) [ ( )] ( ) , 0 1,f b f a f a b a b a         

注意：微分应用 ( ) ,y f x x   要求：| |x 很小！
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4.1 微分中值定理

3.   拉格朗日(Lagrange)定理的推论

由于 2
1( ) 0,

1
f x

x
  



( )f x C则 常数。( )f x设函数 [ , ]a b在 上可导，且 ( ) 0,f x 

证明：

( ) arctanf x x证明： 在 ( , )  上单调增加。

当1 2, ( , ),x x    时，由拉格朗日定理得1 2x x

2 1 2 12
1( ) ( ) ( ) 0,

1
f x f x x x


   



( )f x所以 在 ( , )  上单调增加。

【例题2】
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4.1 微分中值定理

4.1.3.  柯西(Cauchy)定理

定理4.1.5 柯西(Cauchy)定理：

证明：

( ) ( )f x g x，设函数 [ , ]a b在 上连续，在 ( , )a b 上可导，且

作辅助函数 ( ) ( )( ) ( ) ( ) [ ( ) ( )]
( ) ( )

f b f aF x f x f a g x g a
g b g a


    



则 ( )F x ( ) ( ) 0,F a F b [ , ]a b在 上连续，在 ( , )a b 内可导，且

( ) 0 ,F  由罗尔定理可得： ( , ),a b  使得 证毕。

使得( , ),a b 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

f b f a f
g b g a g








。则( ) 0,g x 

注意：当 ( )g x x 时，柯西定理即为拉格朗日定理。
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4.1 微分中值定理

【例题3】

先考虑右边，发现没有一个函数的导数为
( ) ,
2

f 



2
( ) [ ( )] ,
2 ( ) x

f f x
x 






 



则

使得( , ),a b 证明: ( ) ( )( )
2

a b ff 

  。

证明：

考虑应用柯西定理 2( ), ( ) ,f x g x x

即
2 2

( ) ( ) ( ) 1 ( ) ( ) , ( )
2

f f b f a f b f a a b
a b b ab a

 

  

    
 

思想方法：从复杂部分入手

( )f x 应用拉格朗日定理得： ( ) ( ) ( ), ( )f b f a f a b
b a

    


对于函数 证毕。

( )f x设函数 [ , ] ( 0)a b a 在 上连续，在 ( , )a b 内可导，
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4.1 微分中值定理

【例题4】 ( ) ( )f x g x，设函数 [ , ]a b在 上可导，且 ( ) 0,g x 

证明：函数在 [ , ]a b 上可导，一定满足闭区间连续，开区间可导。

使得( , ),a b  ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

f f a f
g b g g
 

 





。证明：

作辅助函数 ( ) [ ( ) ( )] [ ( ) ( )]F x f x f a g b g x   

( ) ( ) [ ( ) ( )] [ ( ) ( )] [ ( )] ,F x f x g b g x f x f a g x        而

易验证 ( )F x 满足罗尔定理条件，

( ) 0 ,F  由罗尔定理可得： ( , ),a b  使得

证毕。( ) [ ( ) ( )] [ ( ) ( )] ( ) 0 ,f g b g f f a g         即
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4.1 微分中值定理

【例题5】

问题：没有一个函数 ( )F x ( ) ( ) ( ) ( )F x f x f x g x     ，使得

( ), ( )f x g x设函数 [ , ]a b在 上连续，在 ( , )a b 上可导，

证明： ( , ),a b  ( ) ( ) ( ) 0f f g      。( ) ( ) 0,f a f b 且 使得

怎么办？

考虑：如果存在函数 ( ) 0,u x  [ ( ) ( ) ( )] ( ) 0f x f x g x u x     ，使得

注意到 [ ( ) ( )] ( ) ( ) ( ) ( )f x u x f x u x f x u x      

也可以，这样的 ( )u x 能够找到吗？

只需 ( ) ( ) ( )u x u x g x   即可！
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4.1 微分中值定理

【例题5】证明：

作辅助函数 ( )( ) ( ) e ,g xF x f x 

( ) ( ) ( )( ) ( ) e ( ) e ( ) [ ( ) ( ) ( )] eg x g x g xF x f x f x g x f x f x g x            而

则 ( )F x ( ) ( ) 0,F a F b [ , ]a b在 上连续，在 ( , )a b 内可导，且

( ) 0 ,F  由罗尔定理可得： ( , ),a b  使得

注意：例题5可作为常用结论。

证毕。( ) ( ) ( ) 0,f f g     即
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4.1 微分中值定理

【例题6】 ( )f x设函数 [0,1]在 上连续，在 (0,1) 内可导，且

证明：

由例题5知作辅助函数 ( ) [ ( ) ] e ,xF x f x x   

[ ( ) ] ( ) [ ( ) ] 0,xf x x f x x  
     即证：

证毕。

使得R, (0,1),    
1(0) (1) 0, ( ) 1,
2

f f f   证明： ( ) [ ( ) ] 1f f        。

则 ( )F x [0,1]在 上连续，在 (0,1) 内可导，

(0) 0, (1) e ,F F   而
1
21 1( ) e ,

2 2
F


 问题：没有两点函数值相等。
1(1) e 0, ( ) 0,
2

F F   注意到
1( ,1), ( ) 0,
2

F   由介值定理

( ) 0 ,F  由罗尔定理可得： (0, ) (0,1),    使得
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4.1 微分中值定理

即证 ln ln ,b a a b证明：

b aa b 。证明：当 eb a  时，

作函数 ln( ) ,xf x
x



由于 2
1 ln( ) ,xf x

x
  ex 当 时，有 ( ) 0,f x 

( ) ( ),f a f b所以，由拉格朗日定理，可得

,b aa b 证毕。即当 eb a  时，

【例题7】
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4.1 微分中值定理

证明：

1 ln(1 ) 1
1

x
x x


 


。证明：当 0x  时，

作函数 ( ) ln(1 ),f x x 

由于 1 1 1,
1 1x 

 
 

0x 故当 时，有 1 ln(1 ) 1
1

x
x x


 


，

ln(1 ) ( ) (0) 1( ) (0 )
0 1

x f x f f x
x x

 


      
 

，

在 [0, ]x 上应用拉格朗日定理，得

证毕。

[1,1 ]x注意：如果考虑函数 ( ) ln ,f x x 在区间 讨论也行。

例题7 给出了利用导函数的单调性由拉格朗日定理证明

双向不等式的一个常用方法。

【例题8】
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4.1 微分中值定理

【例题9】 ( )f x设函数 [ , ]a b在 上连续，在 ( , )a b 内可导，且

证明：

作函数 ( ) e ( ),xF x f x 

e [ ( ) ( )] [e ( )] ,x
xf f f x
      先考虑左边，

证毕。

使得, ( , ),a b  ( ) ( ) 1,f a f b  证明： e [ ( ) ( )] ef f     。

( ) ( ) ( ), ( ),F b F a F a b
b a

    


由拉格朗日定理得：

e ( ) e ( ) e ee [ ( ) ( )] ,
b a b af b f af f

b a b a
         

 
即：

e e e ,
b a

b a





对函数 ( ) exg x  应用拉格朗日定理得：

思想方法：从复杂部分入手
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4.1 微分中值定理

【例题10】 ( )f x设函数 [0,1]在 上连续，在 (0,1) 内可导，且

证明：

作函数 21( ) ( ) ,
2

F x f x x 

( ) ( ) 0 ,f f       即证：

使得, (0,1),      ，
1(0) 0, (1) ,
2

f f  证明： ( ) ( )f f       。

(0) 0 , (1) 0 ,F F 而 所以，相加得： ( ) ( ) 0 ,F F   

分别在
1[0, ]
2

和 1[ ,1]
2

应用拉格朗日定理
1 1 1( ) (0) ( ) , (0 ),
2 2 2

F F F      得： 1 1 1(1) ( ) ( ) , ( 1),
2 2 2

F F F      

证毕。即： ( ) ( ) 0 ,f f        , (0,1) , ,    其中
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4.1 微分中值定理

【例题11】 ( )f x设函数 [0,1]在 上连续，在 (0,1) 内可导，且

证明：(1) 作函数 ( ) ( ) 1,F x f x x   (0) 1 0, (1) 1 0,F F    则

使得(0,1), (0) 0, (1) 1,f f  证明:  (1) ( ) 1 ;f   

而函数 ( )F x 在 [0,1] 连续，由介值定理知：

( ) (0) ( ) ,(0 ),f f f        得： (1) ( ) ( ) (1 ), ( 1),f f f         

(0) 0, (1) 1, ( ) 1 ,f f f     其中

使得, (0,1),      ， ( ) ( ) 1f f    。(2)

使得(0,1),  ( ) 1 ;f   即：( ) 0F  

(2)对函数 ( )f x 分别在 [0, ] 和 [ ,1] 应用拉格朗日定理

证毕。故 ( ) ( ) 1f f    ，
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4.1 微分中值定理

【例题12】

作函数 ( ) ( )(1 ) ( )F x f x x f x   ， ( ) ( )(1 ) 2 ( )F x f x x f x    则

使得(0,1), 证明: 2 ( )( )
1
ff 



 


。

证明思路：需证明 ( )(1 ) 2 ( ) 0,f f     

( )F x如果函数 满足罗尔定理条件就可以了，

而 (1) 0, (0) (0)?F F f   问题：怎么办？

( )f x设函数 [0,1]在 上二阶可导，且 (0) (1) 0,f f 

(0,1), ( ) 0 ,F    即先证明 ( )(1 ) ( ) 0,f f     先证明

作辅助函数 ( ) ( )(1 )G x f x x  ，
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4.1 微分中值定理

【例题12】

( ) ( )(1 ) 2 ( )F x f x x f x     ，而

由罗尔定理知，

证法1：

作函数 ( ) ( )(1 ) ( ),F x f x x f x   则 (1) 0, ( ) 0,F F  

(0) 0, (1) 0,G G 由已知条件得

满足罗尔定理条件，所以 ( ,1) (0,1), ( ) 0 ,F     

故 ( )(1 ) 2 ( ) 0,f f     

作辅助函数 ( ) ( )(1 )G x f x x  ，

即 ( )(1 ) ( ) 0,f f     使得(0,1),  ( ) 0,G  

证毕。
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4.1 微分中值定理

【例题12】

使得( ,1) (0,1),    ( ) 0,H  

证法2：

所以 (1) 0, ( ) 0,H H   由罗尔定理得

利用例题5结论，作辅助函数

故 ( )(1 ) 2 ( ) 0,f f      证毕。

需证明 2( ) ( ) 0,
1

f f 


  


即 2( )(1 ) 2(1 ) ( ) 0,f f       

2ln(1 ) 2( ) ( ) e (1 ) ( ),xH x f x x f x     

(0) (1) 0,f f 因为 (0,1), ( ) 0 ,f   由罗尔定理知，
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4.1 微分中值定理

【例题13】

使得( , ),a b 证明: ( ) ( ) ( ) ( )a f b b f a f f
b a

    


。

证法1：

由于 2
( ) ( ) ( )[ ( )] ( ) ( ) , [ ] ,f x x f x f xx f x x f x f x
x x

      

( )f x设函数 [ , ] ( 0)a b a 在 上连续，在 ( , )a b 内可导，

此题从左或右边出发都可以，先考虑右边 ( ) ( )f f    ，

则
[ ( )]( ) ( ) ,
[ ( )] x
F xf f
G x    


  

设 ( ) 1( ) , ( ) ,f xF x G x
x x

 

因此，

( ( )
( ) ( )( ) ( ) , ( )1 1( ) ( )

f b f a
a f b b f ab af f a b

b a
b a

   
      

  

）

，证毕。
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4.1 微分中值定理

【例题13】

证法2：

由于

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ,1 1 1 1( ) ( )

f b f a f b f a
a f b b f a b a b a

b a
a b b a

 
 

    

如果从左边出发，考虑 ( ) ( )a f b b f a
b a



，

应用柯西定理，应该也能够想到设 ( ) 1( ) , ( ) ,f xF x G x
x x

 

以下同证法1，略，证毕。
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第四章 微分中值定理及导数应用

本次课程内容小结

下次课程内容预告
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第四章 微分中值定理及导数应用

谢 谢 ！


