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《高等数学(I)》

高等数学 (I)

主讲教师：李铮
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高等数学(I)

上一次课程内容回顾
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2.6  函数的连续性

2.6.1 函数连续的定义

2.6  函数的连续性

1.  定义1： 0x在点( )f x设函数 的某个邻域内有定义，如果

趋于零时，相应的函数增量 0 0( ) ( )y f x x f x   自变量增量 x

也趋于零，即
0

lim 0,
x

y
 

  则称函数 ( )f x 连续。在点 0x

0x则称函数 ( )f x2.  定义2:  若
0

0lim ( ) ( ),
x x

f x f x


 在点 连续。

 “ ”• 函数连续的 定义：

当0, 0,     时，有0| |x x   0| ( ) ( ) |f x f x   。
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2.6  函数的连续性

• 连续的三个要素：

0x函数 ( )f x 在点 处有定义、有极限且极限值等于函数值。

3. 左、右连续

( )f x 处左连续；0x即 0 0( ) ( ),f x f x 若
0

0lim ( ) ( ),
x x

f x f x


 则称 在

( )f x 处右连续。0x即 0 0( ) ( ),f x f x 若
0

0lim ( ) ( ),
x x

f x f x


 则称 在

在点( )f x• 定理1：函数 0x 连续的充分必要条件是：

( )f x 处既左连续又右连续。0x函数 在
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2.6  函数的连续性

| 0 |x   |e 1|x   。使得当0, 找0,  时，有

【例题1】

即用极限定义证明： 0

0
lim e e 1x

x
  。

0x证明函数 ( ) exf x  点连续。在

证明：

解不等式得 ln(1 ) ln(1 ),x    

所以， min{ ln(1 ),ln(1 )},     取0,  | 0 |x  当 时，|e 1| ,x  

0x即函数 ( ) exf x  点连续，证毕。在
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2.6  函数的连续性

解：由于
0

1lim sin 0 (0),
x

x f
x
  ( )f x 0x 连续。所以函数 在

【例题2】讨论函数
1sin , 0

( )
0, 0

x x
f x x

x

 
 

0x 处的连续性。在

讨论函数
1

1 , 0
( ) 1 e

0, 0
x

x
f x

x

 
 



0x 处的连续性。在

解：由于 10 0

1lim ( ) lim 0,

1 e
x x

x

f x
  

 



而 10 0

1lim ( ) lim 1,

1 e
x x

x

f x
  

 



( )f x 0x 处不连续。所以函数 在

【例题3】
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2.6  函数的连续性

,a b 的值。求常数

【例题4】设函数

sin , 0

( ) 2, 0
1arctan , 0

ax x
x

f x x

b x
x

 


 

 


0x 处连续，在

解：由于
0 0

sinlim ( ) lim ,
x x

axf x a
x  

 

而
0 0

1lim ( ) lim arctan π,
2x x

bf x b
x  

 

42,
π

a b   。所以
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2.6  函数的连续性

2.6.2 函数的间断点

1. 间断点的常见类型

无穷间断点： 在点
1( ) ,
1

f x
x




处，1x

如果函数 ( )f x 处连续的三个要素中至少有一个0x在点

( )f x不满足，则称函数 0x间断，0x 称为函数的间断点。在点

震荡间断点： 在点1( ) sin ,f x
x

 处，0x

在点1( ) arctan ,f x
x

 处，0x

在点sin( ) ,xf x
x

 处。0x

跳跃间断点：

可去间断点：
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2.6  函数的连续性

2.  间断点的分类

无穷间断点和震荡间断点是第二类间断点。

把左、右极限均存在的间断点称为第一类间断点，

其余间断点称为第二类间断点。

注意：跳跃间断点和可去间断点是第一类间断点，

可去间断点表示函数在该点处有极限，但极限值不等于

函数值或函数在该点处没有定义。

跳跃间断点表示函数在该点处左、右极限存在但不相等。
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2.6  函数的连续性

(0) 1f 补充定义 即
sin , 0

( ) ,
1, 0

x x
f x x

x

 
 

对于可去间断点可通过修改函数值或补充在该点的函数值

使得函数在该点连续，因此称为可去间断点。

例如：函数 在点sin( ) xf x
x

 处无定义，所以是间断点。0x

则函数 在点( )f x 处连续。0x
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2.6  函数的连续性

【例题5】求函数

1 1
1( ) 1 1

1

x xf x

x x







的间断点并确定其类型。

解：

是间断点。0, 1, 1x x x   

由于
0 0 1 1

1 1lim ( ) lim 1 , lim ( ) lim 0 ,
1 1x x x x

x xf x f x
x x   

 
    

 

1( ) ( 0, 1, 1)
1

xf x x x x
x


    


0, 1, 1x x x   显然函数在 没有定义，所以

所以 是第一类(可去)间断点，0, 1x x 

是第二类(无穷)间断点。1x  
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2.6  函数的连续性

【例题6】求函数

1

1
1 2 , 0( )
1 2
0, 0

x

x

xf x

x







 

的间断点并确定其类型。

解：由于
+

1 1

1 10 0 0 0

1 2 1 2lim ( ) lim 1, lim ( ) lim 1 ,

1 2 1 2

x x

x x x x
x x

f x f x
     

 
   

 

所以 是第一类(跳跃)间断点。0x
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2.6  函数的连续性

【例题7】求函数
2

1
( 1)( ) ex xf x  的间断点并确定其类型。

解：

由于
2 2

1 1
( 1) ( 1)

0 0 0 0
lim ( ) lim e 0 , lim ( ) lim ex x x x

x x x x
f x f x

   

 

   
    

是间断点。0, 1x x  0, 1x x  函数在 没有定义，所以

所以 是第一类(可去)间断点，1x  

是第二类(无穷)间断点。0x 所以

而
2

1
( 1)

1 1
lim ( ) lim e 0 ,x x
x x

f x 

 
 



14

2.6  函数的连续性

2.6.3. 连续函数

( )f x 内任意一点连续，( , )a b在开区间如果函数

上连续，或称函数( )f x 为( , )a b在开区间 ( )f x则称

( , )f C a b 。上的连续函数，记作：( , )a b开区间

( )f x 上连续，且在( , )a b在如果函数 处右连续，x a

( )f x 在闭区间在 处左连续，则称函数x b [ , ]a b 上连续，

[ , ]f C a b 。或称函数 ( )f x 为闭区间 [ , ]a b 上的连续函数，记作：

1. 连续函数的定义
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2.6  函数的连续性

【例题8】

证明：

证明函数 ( ) cosf x x 是 上的连续函数。( , ) 

0 0 0
0 0| cos cos | | 2sin sin | 2sin | | | |

2 2 2
x x x x x x

x x x x 
  

      

放大不等式

0| |x x   0|cos cos |x x   。使得当0, 找0,  时，有

0 ( , ),x    需证：
0

0lim cos cos
x x

x x


 ，

所以， , 取0,  0| |x x  当 时， 0|cos cos | ,x x  

( , ) 即函数 ( ) cosf x x 上连续，证毕。在
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2.6  函数的连续性

【例题9】

证明：

证明函数 ( ) arctanf x x 在 上连续。( , ) 

0 0
0

0 0
| arctan arctan | | arctan | | |

1 1
x x x x

x x
xx xx
 

  
 

而

0| |x x   0|arctan arctan |x x   。使得当0, 找0,  时，有

0 ( , ),x    需证：
0

0lim arctan arctan
x x

x x


 ，

问题：怎么办？
0

0
0

| | | |
1
x x

x x
xx


 


？

x 和 0x 同号就可以了，怎样可以保证同号呢？如果
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2.6  函数的连续性

【例题9】证明：

0 0
0 0

0 0
| arctan arctan | | arctan | | | | |

1 1
x x x x

x x x x
xx xx
 

    
 

| arctan 0| | | ,x x   时，由于0 0x 当
0 0x  和 0 0x  两种情况，分别证明。需要区分

所以 | 0 |x   |arctan 0|x   ；当, 取0,  时，有

0 0
1| | | |,
2

x x x 时，增加限制条件0 0x 当

此时， 0,x x 同号，因此

0|arctan arctan | ,x x  

所以 0| |x x  当0
1min{ | |, }
2

x  ，取0,  时，有

因此，函数连续，证毕。
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2.6  函数的连续性

2. 连续函数的运算

0
( )( ) ( ), ( ) ( ), ( ( ) 0)
( )

f xf x g x f x g x g x
g x

   在点 处连续。0x

在点( ), ( )f x g x• 定理2：若函数 0x 处连续，则函数

在点( )u x• 定理3：若函数 0x 处连续，函数 ( )y f u

0 0 0( ( ))u u x在对应点 处连续，则复合函数 [ ( )]y f x

在点 0x 处连续。

证明（略）。

类似复合函数极限的证明(以下略）。需证：
0

0lim [ ( )] [ ( )],
x x

f x f x 




证明： 且
0

0 0lim ( ) ( )
x x

x x u 


 
0

0 0lim ( ) ( ) [ ( )],
u u

f u f u f x


 由条件知
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2.6  函数的连续性

在区间( )y f x• 定理4：若函数 ( )D f 上严格单调增加

在1( )x f y(或减少)且连续，则反函数 ( )R f 上严格单调

增加(或减少)且连续。证明（略）。

3. 初等函数的连续性

结合极限的定义、典型例题及连续函数的运算定理，可得

• 重要结论：一切初等函数在其定义区间内都是连续的！
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2.6  函数的连续性

• 注意：

讨论函数 2( ) lim 1 (2 ) ( 0)n nn
n

f x x x x


    的连续性。

解：

2 2

2

1 ,
( ) lim 1 (2 ) max{1,2 , } 2 ,

,

n nn
n

f x x x x x x

x
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2

x 
1 2
2

x 

2x

1
2

x 和 2x  点处函数连续，所以函数连续。在

【例题10】

由于

对于分段函数主要讨论分割点处的连续性。
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2.6  函数的连续性

2.6.4 闭区间上连续函数的性质

定理5：有界性定理

*证明 ：

若函数在闭区间上连续，则函数在闭区间上有界。

定理6：最大值、最小值定理

闭区间上的连续函数至少取得最大值、最小值各一次。

利用反证法，需要运用确界存在定理证明，(略)。

利用反证法，需要运用区间套定理证明，(略)。

*证明 ：
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2.6  函数的连续性

定理7：零值定理

若函数 [ , ]a b ( ) ( ) 0,f a f b 在闭区间( )y f x 上连续，且

则 ( , ),a b  使得 ( ) 0f   。

推论：

则 [ , ],a b  使得 ( ) 0f   。

*证明 ：利用两分法，需要运用区间套定理证明，(略)。

若函数 [ , ]a b ( ) ( ) 0,f a f b 在闭区间( )y f x 上连续，且
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2.6  函数的连续性

定理8：介值定理

闭区间上的连续函数能够取得介于端点值之间的任何值。

推论：闭区间上的连续函数能够取得介于最大值、最小值

之间的任何值。

注意：定理7与定理8是等价定理。
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2.6  函数的连续性

证明：

(2) 2lg2 1 0, (3) 3lg3 1 0,f f     而

由初等函数连续性，知 ( ) lg 1f x x x  [2,3]上连续，在

【例题11】证明方程 lg 1 0x x  (2,3) 内至少有一个根。在区间

(2,3),  ( ) 0,f  使得由介值定理知， 即方程至少有一个根。

lim ( ) ,
x

f x A


设函数 ( )f x ( , )  上连续，且在

在( )f x证明：函数 ( , )  上有界。

无穷区间注意： ( , )  一定是开区间。

【例题12】
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2.6  函数的连续性

证明：

| |x X 时，由于 lim ( ) ,
x

f x A


 0 1, 0,X    当所以对于

【例题12】

0| ( ) | 1,f x A    || ( )| | || | ( ) | 1,f x A f x A    即此时， | ( )| | | 1;f x A 

使得1 0 ,M  1| ( ) | ;f x M在( )f x而 [ , ]X X 上连续，故

取 1max{| | 1, },M A M  ( , ),x    有则 | ( ) | ,f x M

证毕。在( )f x即函数 ( , )  上有界，
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2.6  函数的连续性

证明：

证明： [0,1], 
1( ) ( )
2

f f   。使得

【例题13】 (0) (1),f f设函数 ( )f x [0,1] 连续，且在区间

1( ) ( ) ( ),
2

F x f x f x  作函数

而 1 1 1(0) (0) ( ), ( ) ( ) (1),
2 2 2

F f f F f f   

注：如果利用零值定理的推论，则可直接得到结论。

则取(0) 0,F 如果 0; 

( )F x则 在 上连续，1[0, ]
2
1(0) ( ) 0,
2

F F 所以，

则取1( ) 0,
2

F 如果 1 ;
2

 

综上所述，

1(0) ( ) 0,
2

F F 如果 ( ) 0 ,F  使得则由零值定理知， 1(0, ) ,
2

 

证毕。[0,1],  1( ) 0 ( ) ( ) ,
2

F f f     使得
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2.6  函数的连续性

证明：

证明： (0,1), 
1( ) ( )
4

f f   。使得

【例题14】 (0) (1),f f设函数 ( )f x [0,1] 连续，且在区间

1( ) ( ) ( ),
4

F x f x f x  作函数

而 1 3 3(0) (0) ( ), ( ) ( ) (1),
4 4 4

F f f F f f   

我们可以看到 1 1 3(0) ( ) ( ) ( ) 0,
4 2 4

F F F F   

( )F x则 在 上连续，3[0, ]
4

问题：怎么办？ 证明 1 3( ) ( ) ?
4 4

F F

1 1 1 1 1 3( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( ),
4 4 2 2 2 4

F f f F f f   尝试考虑

接下来怎样处理？
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2.6  函数的连续性

证明(续)：【例题14】

则取 即可；1
2

 

( ) 0 ,F  使得

则由零值定理知，
1(0, ) (0,1),
4

  

其余情况类似可证，证毕。

1(0) ( ) 0,
4

F F 不妨假设

如果全为零，即 1 1 3(0) ( ) ( ) ( ) 0,
4 2 4

F F F F   

不全为零，则至少有两项异号，如果 1 1 3(0), ( ), ( ), ( )
4 2 4

F F F F

更加一般的情况，见下一个例题。
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2.6  函数的连续性

证明：

证明： ( , ),a b  使得

【例题15】设函数 ( )f x [ , ]a b 连续，且在区间

( )f x由于函数 在 上连续，[ , ]a b

1 2 ,na x x x b    

1 2( ) ( ) ( )
( ) nf x f x f x

f
n


  




。

,M在 1[ , ]nx x 有最大值( )f x所以 ,m有最小值

1 2( ) ( ) ( )
( ) nf x f x f x

m f x M m M
n

  
    

即

证毕。

由介值定理推论知， 1[ , ] ( , ),nx x a b   使得

1 2( ) ( ) ( )
( ) nf x f x f x

f
n


  




， 注：此题可作为常用结论。
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第二章 极限与连续

本次课程内容小结

下次课程内容预告
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第二章 极限与连续

谢 谢 ！


