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《高等数学(I)》

高等数学 (I)

主讲教师：李铮
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高等数学(I)

上一次课程内容回顾
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2.2  极限的性质

2.2 极限的性质

有极限的数列称为收敛数列，反之称为发散数列。

收敛数列其极限值唯一。• 性质1(唯一性)：

,A B 不妨设 ,A B

证明：利用反证法，

lim ,nn
x B


lim nn

x A


 且设

2.2.1  数列极限的性质

A B

1n N 2n N
1 2max{ , }?n N N N 
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2.2  极限的性质

• 性质1 证明(续)：

当lim nn
x A


由 知：对于 0 1, ,

2
B A N 

  1n N 时，

0 (1)
2n

A Bx A  
   0| | ,

2n
B Ax A  

  有 得

当lim nn
x B


又由 知：对于 0 2, ,

2
B A N 

  2n N 时，

0| | ,
2n

B Ax B  
  有 得 0 (2)

2n
A Bx B  

   

当1 2max{ , },N N N取 同时成立，矛盾，(1),(2)n N 时， 证毕。
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2.2  极限的性质

• 性质2(有界性)：

即数列有界，证毕。

| | | | | | 1,n nx A x A   所以， 即 | | | | 1,nx A 

取 1 2max{| |,| |, ,| |,| | 1},NM x x x A 

则 有 | | ,nx Mn

收敛数列必有界。

0| | 1,nx A   当lim nn
x A


 ，设 取 0 1, ,N   n N 时，
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2.2  极限的性质

• 性质3(保号性)：

0| | 0,
2 2n n
A Ax A x A      

推论1：

证毕。

证明：

0A 。0 ( 1,2, )nx n  若 且 lim ,nn
x A


 则

时，对于 当 n N0 , ,
2
A N  lim nn

x A


设 且 0,A

0nx 当 n N 时，有 （或 0)nx  。

同理可证。取 0 ,
2
A

  如果 0,A

（或lim nn
x A


设 且 0A 0A ), 则 ,N

推论2(保序性)： lim , lim ,n nn n
x A y B

 
 设 且 ,A B 则 ,N

n nx y 。当 n N 时，有
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2.2  极限的性质

• 性质4(归并性)：

证明：

一个子列 { }
knx lim

knk
x A


 。均满足：

时，当 n N | |nx A   ，

lim nn
x A


必要性，由 知 0, ,N Z    

取 时，k K当,K N

此时，有 | | ,
knx A  ,kn k K N   即 lim

knk
x A


 。

充分性，由于 本身就是自己的一个子列，证毕。{ }nx

lim nn
x A


极限 的充分必要条件是数列 { }nx 的任何
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2.2  极限的性质

【例题1】

证明：

lim nn
x A


证明极限 的充分必要条件是：

2 1lim kk
x A

 2lim kk
x A


 。且

下面证充分性，必要性由归并性直接可得到，

时，当 1k K 2 1| | ,kx A   2 1lim kk
x A

由 知 10, ,K  

时，所以，对上述 取 1 2max{2 ,2 },N K K， 当 n N

时，当 2k K 2| | ,kx A  2lim kk
x A


由 知，对上述 2, ,K 

即 lim nn
x A


 ，有 | | ,nx A   证毕。
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2.2  极限的性质

注意： 例题1可作为常用结论，以后可直接应用。

• 如果数列 有两个子列 { },{ }
k kn mx x{ }nx 的极限存在，

但极限值不相等，则数列 的极限一定不存在。{ }nx
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2.2  极限的性质

• 性质1(唯一性)：

2.2.2  函数极限的性质

A B 。lim ( )
x

f x B


 ，lim ( )
x

f x A


 且1. 设 则

A B 。
0

lim ( )
x x

f x B


 ，
0

lim ( )
x x

f x A


 且2. 设 则

证明类似数列极限性质的证明，略。
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2.2  极限的性质

• 性质2(局部有界性)：

| |x X在 ( )f x0,X lim ( ) ,
x

f x A


 则1. 设 时， 有界。

0

0( , )U x 在 ( )f x0, 
0

lim ( ) ,
x x

f x A


 则2.设 内， 有界。

证明类似数列极限性质的证明，略。
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2.2  极限的性质

• 性质3(局部保号性)：

( ) 0 (f x 有 或 ( ) 0)f x  。

( ) 0(f x 当 00 | |x x    时，有 或 ( ) 0)f x  。

证明(略)。

或lim ( )
x

f x A


1. 设 且 0 (A 0),A 则 0,X  当 | |x X 时，

或
0

lim ( )
x x

f x A


2. 设 且 0 (A 0) ,A  0, 则
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2.2  极限的性质

• 性质4(局部保序性)：

0 0
lim ( ) lim ( )
x x x x

f x A g x B
 

 ， ，设 且 ,A B

0, 则 ( ) ( )f x g x 。当 00 | |x x    时，有

• 海涅(Heine)定理：

lim ( )
x a

f x A


 的充分必要条件是：对任一满足

且lim nn
x a


 nx a 的数列 { }nx 均有 lim ( )nn

f x A


 。
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2.3  无穷小和无穷大

2.3 无穷小和无穷大

1. 定义：极限为零的数列和函数称为无穷小。

为无穷小；{ }nxlim 0,nn
x


 则称数列若

2.3.1  无穷小

是作为无穷小的唯一常数。0“ ”

x 是当( )f xlim ( ) 0,
x

f x


 则称函数若 时的无穷小；

x a是当( )f xlim ( ) 0 ,
x a

f x


 则称函数若 时的无穷小。

lim 0  。为为了讨论方便，记无穷小
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2.3  无穷小和无穷大

2.  无穷小的性质

也是无穷小， ,  是无穷小，则设性质一：

u 有界，则u 是无穷小，设 也是无穷小；

知，lim 0由0,| | ,M u M  简单证明，

| |u M
M
     。1 ,

M
 对于 有0, 

推论：有限个无穷小的和也是无穷小。

性质二：

推论1：常数乘以无穷小仍是无穷小。
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2.3  无穷小和无穷大

u 则lim ,u A 是无穷小，设 仍是无穷小；推论3：

有限个无穷小的积也是无穷小。

性质二：

推论2： 无穷小乘以无穷小仍是无穷小；

u


则lim 0,u B  是无穷小，设 仍是无穷小。

性质三：极限与无穷小的关系

lim 0  。其中lim ,u A u A    
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2.3  无穷小和无穷大

cos{ }n
n

(1) 是无穷小；

【例题1】验证：

x 当arctan( ) xf x
x

（2） 时是无穷小；

利用无穷小性质二：无穷小乘以有界量仍为无穷小

0x 当1( ) sinf x x
x

（3） 时是无穷小。

结合常用有界函数，易证，略。



18

2.3  无穷小和无穷大

【例题2】 2{ } {sin(2π 1)}nx n  是否为无穷小？判定数列

2 2
2

2πsin(2π 1) sin[2π( 1 )] sin
1

n n n
n n

    
 

由于解：

而
2

2π π π|sin | | sin | ,
1 n nn n

 
 

是无穷小。所以数列 { }nx
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2.3  无穷小和无穷大

【例题3】

1| |
2

x  ，增加限制条件

证明：

( )
1 2

xf x
x




证明函数 0x当 时是无穷小。

0
lim 0

1 2x

x
x



，即用定义证明极限

| || | ,
1 2 1 2| |

x x
x x

 
 

此时有

| |
1 2

x 





，解不等式得 0, 所以 1min{ , },
2 1 2







取

( )
1 2

xf x
x




即函数

| |
1 2

x
x




，0 | |x  当 时,

0x当 时是无穷小，证毕。



20

2.3  无穷小和无穷大

1. 定义：绝对值无限增大的数列和函数称为无穷大。

严格定义如下：, , ,  注意：无穷大包括

2.3.2  无穷大

lim : 0, , : | |n nn
x G N n n N x G


        。

 的严格定义{ }nx(1) 数列 为无穷大

时为正无穷大x( )f x 当(2) 函数 的严格定义

lim ( ) : 0, 0, : ( )
x

f x G X x x X f x G


          
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2.3  无穷小和无穷大

• 在不同极限过程下其它形式的无穷大可类似定义。

时为负无穷大0x x( )f x 当(3) 函数 的严格定义

0
0 0lim ( ) : 0, 0, : ( )

x x
f x G x x x x f x G 


            

,





无穷大

极限过程
0

0 0

0

, ,

x xx
x x x x x x

x x x






   

 

n，即为n极限过程：
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2.3  无穷小和无穷大

2. 无穷大与无穷小的关系

1
u

是无穷小；u(1) 若 为无穷大，则

1


则0  ， 为无穷小且(2) 若 是无穷大。

思考题：如何简单证明？
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2.3  无穷小和无穷大

【例题4】

证明：

1 2( ) xf x
x


证明函数 0x当 时是无穷大。

0,  使得0,G 基本思想： 找

当 1 2| |x G
x


 。0 | 0|x    时，

问题：
1 2 1| | | | 2?x

x x


 

注意：此时应考虑缩小不等式
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2.3  无穷小和无穷大

【例题4】证明(续)：

0,G 所以 1 1min{ , },
2 2 G

 


取

1| | ,
2

x 增加限制条件：

1| | ,
2

x
G




解不等式得

证毕。1 2| |x G
x


 ，当 0 | 0|x    时，

则有
1 2 1| | | | 2x G

x x


  
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2.3  无穷小和无穷大

由于 2 2 1
12 sin π 0, (2 1)sin( π π) ( 1) (2 1),
2

k
k kx k k x k k k       

是否为无穷大？{ }nx问数列
πsin ,
2n

nx n设 是否无界？

解：

2[ ] 1,N M 0 ,M  取 | | | | 2[ ] 1 ,Nx N M M   

所以数列 { }nx 无界，

又由 故2 0,kx  0,G n   不可能有 | | ,nx G

先回顾无界和无穷大的定义，

因此数列 不是无穷大。{ }nx

【例题5】
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2.4  无穷小和无穷大

3. 无穷大与无界的关系

• 无界数列一定有一个子列为无穷大。

• 无穷大一定无界，而无界不一定是无穷大。
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第二章 极限与连续

本次课程内容小结

下次课程内容预告
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第二章 极限与连续

谢 谢 ！


