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《高等数学(I)》

高等数学 (I)

主讲教师：李铮
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高等数学(I)

上一次课程内容回顾
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2.1  极限的定义

可类似定义为x lim ( )
x

f x A


当 时，函数的极限

2.1.2  函数极限的定义

x X0, 0,X    时，有当 | ( ) |f x A   。

( )f x问题：当 时，函数x 的极限如何定义呢？

lim nn
x a


我们已经学习了数列极限 的定义。

1. 当 x 时函数极限的定义
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2.1  极限的定义

• 当 x 时函数极限的定义

x 值是有定义的，( )f x设函数 对于绝对值无论怎样大的

使得当 | |x X 时，有 | ( ) | ,f x A  

的极限，记作：lim ( )
x

f x A


 或 ( ) ( )f x A x 。

lim ( ) : 0, 0, :| | | ( ) |
x

f x A X x x X f x A 


          。

定义X “ ”此定义称为

是一个常数，如果对于任意给定的正数A ，总存在正数 ,X

则称 x( )f xA为函数 当 时
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2.1  极限的定义

• 当 x 时函数极限的几何意义

定义X “ ”

lim ( ) : 0, 0, : | | | ( ) |
x

f x A X x x X f x A 


          。

x

y

O

A

A 

A 

XX
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2.1  极限的定义

【例题1】用极限定义证明： 2lim 0
x x

 。

基本思想：证：

基本方法1： 得 2| | ,x




0,  找 ,X | |x X使得当 时，有
2| 0|
x

  。

解不等式：
2| 0| ,
x

 

所以 0,  取 2 ,X


 当 | |x X 时，有
2| 0|
x

  ，

证毕。即 2lim 0
x x

 ，
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2.1  极限的定义

【例题2】用极限定义证明：
sinlim 0

x

x
x

 。

基本思想：证：

基本方法2： 解得 1| | ,x




0,  找 X | |x X使得当 时，有 sin| 0|x
x

  。

放大不等式：sin 1| | ,
| |

x
x x

 

所以 0,  取 1 ,X


 当 | |x X 时，有 sin| 0|x
x

  ，

证毕。即 sinlim 0
x

x
x

 ，
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2.1  极限的定义

【例题3】用极限定义证明：
1lim

2 1 2x

x
x




。

基本思想：证：

基本方法3：

0,  找 ,X | |x X使得当 时，有 1| |
2 1 2

x
x

 


。

1 1| | | |
2 1 2 2(2 1)

x
x x

  
 

，而

问题： 如何处理？

增加限制条件，如何增加限制条件呢？

1 1| | ?
2(2 1) 4| |x x
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2.1  极限的定义

【例题3】证(续)：

解得 1 1| | ( 1),
2 2

x


 

放大不等式：
1 1 1| | | |

2 1 2 2(2 1) 2(2| | 1)
x

x x x
   

  
，

所以 0,  取 1 1 1max{ , ( 1)} ,
2 2 2

X


 

即 1lim
2 1 2x

x
x




，证毕。

增加限制条件 1| | ,
2

x 

当 | |x X 时，有 1| |
2 1 2

x
x

 


。

此时，| 2 1| 2| | 1 0,x x   

注意：还可以限制 | | 1x  再放大
1 1

2(2| | 1) 2| |x x
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2.1  极限的定义

• 单侧极限

( )f x则得到函数 当 x时的极限，

lim ( ) : 0, 0, : | ( ) |
x

f x A X x x X f x A 


          。

lim ( ) : 0, 0, : | ( ) |
x

f x A X x x X f x A 


           。

改为| |x X如果在函数极限的定义中把条件 ,x X

改为| |x X如果在函数极限的定义中把条件 ,x X

( )f x则得到函数 当x时的极限，
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2.1  极限的定义

• 定理

• 函数极限不存在的典型例题

lim ( )
x

f x A


 。且lim ( ) lim ( )
x x

f x A f x A
 

  

( )f x( ) ,f x x x当 趋于无穷；时，

( ) sin ,f x x x当 震荡；时， ( )f x

( ) arctan ,f x x 当 x  时，无极限。

由于 π πlim arctan , lim arctan
2 2x x

x x
 

   。
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2.1  极限的定义

或 0( ) ( )f x A x x  。

2. 当 0x x 时函数极限的定义

• 定义： 0x( )f x设函数 的某个去心邻域内有定义，在点

0
0lim ( ) : 0, 0, :0 | | | ( ) |

x x
f x A x x x f x A   


            。

定义 “ ”此定义称为

是一个常数，如果对于任意给定的正数 总存在，A

0x x( )f x 时的极限，记作：为函数 当
0

lim ( ) ,
x x

f x A




, 使得当 00 | |x x    时，有 | ( ) | ,f x A  正数 则称 A
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2.1  极限的定义

• 当 0x x 时函数极限的几何意义

定义 “ ”

0
0lim ( ) : 0, 0, :0 | | | ( ) |

x x
f x A x x x f x A   


            。

A 
x

y

O

A
A 

0x  0x 
0x
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2.1  极限的定义

【例题4】用极限定义证明：
1

lim(2 1) 3
x

x


  。

基本思想：证：

基本方法1： 得 | 1|< ,
2

x 


0,  找 , 0 | 1|x   使得当 时，有 | (2 1) 3|x    。

解不等式：| (2 1) 3| ,x   

所以 0,  取 ,
2
  当 0 | 1|x    时， | (2 1) 3|x    ，有

证毕。即
1

lim(2 1) 3
x

x


  ，
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2.1  极限的定义

【例题5】用极限定义证明：
0

0lim sin sin
x x

x x


 。

基本思想：证：

基本方法2：

0,  找 00 | |x x   使得当 时，有 0|sin sin |x x   。

而： 0 0
0|sin sin | | 2sin cos | ,

2 2
x x x x

x x
 

 

所以 0,  取 2arcsin ,
2


  当 00 | |x x    时， 0|sin sin |x x   ，有

证毕。即
0

0lim sin sin
x x

x x


 ，

放大不等式： 0
0|sin sin | | 2sin |

2
x x

x x 


  

如果利用 | sin | | |x x 则可取   。
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2.1 极限的定义

【例题6】用极限定义证明： 2

2
lim 4
x

x


 。

基本思想：证：

基本方法3：

0,  找 , 0 | 2|x   使得当 时，有 2| 4|x   。

2| 4| | 2|| 2 |x x x    ，而 怎么办？

增加限制条件 | 2 | 1x   ，此时，1 3,x 

2| 4 | | 2 || 2 | 5 | 2 | ,x x x x        解得 | 2|< ,
5

x 


所以 0,  取 min{1, } ,
5
  当 0 | 2|x    时， 2| 4|x   ，证毕。

= ?
| 2 |x
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2.1  极限的定义

• 左、右极限

( )f x则得到函数 当 0x x 时的右极限，

0 00, 0, : | ( ) |x x x x f x A              。
0

0lim ( ) ( ) ,
x x

f x A f x





 记作：

0 00, 0, : | ( ) |x x x x f x A              。

改为00 | |x x   如果在极限的定义中把条件 00 ,x x   

改为00 | |x x   如果在极限的定义中把条件 00 ,x x   

( )f x则得到函数 当 0x x 时的左极限，
0

0lim ( ) ( ) ,
x x

f x A f x





 记作：
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2.1  极限的定义

• 定理

【例题7】

0

lim ( )
x x

f x A


 。且
0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

f x A f x A
 

  

1 , 0
( ) 0, 0 ,

cos , 0

x x
f x x

x x

 
 
 

设函数 问函数 ( )f x 当 0x 时，

0
0lim cos cos ,

x x
x x


类似例题5可证明解：

0 0
lim ( ) lim cos cos0 1,
x x

f x x
  

  由于
0 0

lim ( ) lim(1 ) 1
x x

f x x
  

   且

所以，当 0x 时，极限存在且
0

lim ( ) 1
x

f x


 。

是否有极限？
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2.1  极限的定义

• 函数极限不存在的典型例题

( )f x1( ) ,f x
x

 0x当 趋于无穷；时，

1( ) sin ,
1

f x
x




1x当 震荡；时， ( )f x

1
| | 1 1( ) , ( ) arctan , ( ) ,

1 2x

xf x f x f x
x x

  



( )f x当 0x 时， 的左、右极限均存在但不相等。

• 左右极限存在但不相等的典型例题
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第二章 极限与连续

本次课程内容小结

下次课程内容预告
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第二章 极限与连续

谢 谢 ！


