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《高等数学(I)》

高等数学 (I)

主讲教师：李铮
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高等数学(I)

上一次课程内容回顾
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第二章 极限与连续

高等数学的研究对象是函数，研究方法是极限。

第二章 极限与连续

极限是贯穿学习微积分的基本研究方法，是理论基础。

本章先引入极限的严格定义，完善极限理论的严密性，

学习数列和函数的极限，极限的性质、运算法则和存在准则，

学习计算极限的各种方法。

极限是我们学习高等数学遇到的第一个难点也是重点。



4

2.1 极限的定义

2.1.1 数列极限的定义

无穷数列。

2.1  极限的定义

1. 数列

1 2{ }: , , , ,n nx x x x 数列常表示为： 称为数列的nx其中

数列又称为整标函数。

问题：数列都可看成整标函数吗？

把一些数排成一列称为数列，在本课程中我们主要讨论

通项或一般项。数列可看成特殊的函数 : , ( ) ,nf Z R x f n n Z    ，
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2.1  极限的定义

0, ,| | ,nM n x M   若 为有界数列。{ }nx则称数列

• 有界数列

• 单调数列

数列或单调减数列。

• 子数列

1 2, , ,kn n n 设 是正整数集的一个无穷子集，且

1 , 1,2, ,k kn n k    则称数列 为{ }
knx 的一个子数列。{ }nx

1, n nn Z x x
  若 1n nx x  ，或 { }nx则称数列 为单调增
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2.1  极限的定义

2. 数列极限的定义

n如果当 无限接近于常数{ }nx无限增大时，数列 ,a

a 为数列那么称 lim ,nn
x a


的极限，记作：{ }nx

问题：如何用数学语言来描述数列的极限呢？

或 ( )nx a n  。
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2.1  极限的定义

和一个常数设一个数列{ }nx a，如果对于任意给定的

{ }nxa 为数列 的极限，| | ,nx a   则称都有

• 数列极限的定义

数列极限的定义又称为 定义。N “ ”

lim ,nn
x a


记作： 或 ( )nx a n  。

lim : 0, , : | |n nn
x a N Z n n N x a 


          。

, ,N正数 总存在正整数 使得对于一切满足n N 的 nx
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2.1  极限的定义

• 数列极限的几何意义

定义N “ ”

lim : 0, , | |n nn
x a N Z n n N x a 


         ： 。

1x 2x 3x4xa 1Nx 
( )

a  a 

1 2

a

1N

a 
a 

n

nx
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2.1  极限的定义

【例题1】用极限定义证明：lim 1
1n

n
n




。

基本思想：证：

基本方法1： 得 1 1 ,n


 

0,  找 ,N n N使得当 时，有 | 1|
1

n
n

 


。

解不等式：| 1| ,
1

n
n

 


所以 0,  取 1[ ] ,N


 当 n N 时，

1 1 , | 1|
1

nn
n




   


，有 证毕。即 lim 1
1n

n
n




，
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2.1  极限的定义

【例题2】用极限定义证明： !lim 0nn

n
n

 。

基本思想：证：

基本方法2： 解得 2,n




0,  找 ,N n N使得当 时，有
!| 0|n

n
n

  。

放大不等式：
! 2| | ,n

n
nn

 

所以 0,  取 2[ ] ,N


 当 n N 时，有 !| 0|n
n
n

  ，

证毕。即 !lim 0nn

n
n

 ，

问题：怎么办？ 不需要找最小的 N！
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2.1  极限的定义

【例题3】用极限定义证明：
2

2
2 3 1lim

22 4n

n n
n n

 


 
。

基本思想：证：

基本方法3：

0,  找 ,N n N使得当 时，有
2

2
2 3 1| |

22 4
n n
n n

 
 

 
。

2

2 2
2 3 1 5 10| | | |

22 4 2(2 4)
n n n
n n n n

   
  

   
，即

问题：怎么办？直接解不等式吗？

先增加限制条件，再放大不等式求解。
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2.1  极限的定义

【例题3】

即
2

2
2 3 1lim

22 4n

n n
n n

 


 
，

证(续)：

解得
5 ,
4

n


放大不等式： 2 2
5 10 5| |

2(2 4) 4
n n

n n n


 
 

 
，

所以 0,  取 5max{4,[ ]} ,
4

N


 当 n N 时，

证毕。

增加限制条件 4,n

有
2

2
2 3 1| |

22 4
n n
n n

 
 

 
，

思考题：
2

3 2
2 3 1| |
2 3 4

n n
n n

 


 
如何处理？



13

2.1  极限的定义

【例题4】用极限定义证明：lim 1( 1)n
n

a a


  。

基本思想：证：

0,  找 ,N n N使得当 时，有 | 1|n a   。

| 1|n a   ，证法1：解不等式
1 ,

log (1 )a
n





得： 略。

证法2：设 1( 1 0),nt a a t     (1 ) 1 ,na t nt   则

故 1| 1| ,n aa t
n


  

所以 0,  取 1[ ],aN



 当 n N 时，有 | 1|na   ，证毕。
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2.1  极限的定义

思考题：

1.  如何用极限定义证明：lim 1(0 1)n
n

a a


   。

2.  如何用极限定义证明：lim 1n
n

n


 。

【例题5】

问题：能否分别讨论 0, 0, 0?n n nx x x  

设 lim ,nn
x a


 证明：lim | | | |,nn

x a


 反之不然。
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2.1  极限的定义

证明：【例题5】

此时 || | | || | |n nx a x a     ，

由 lim ,nn
x a


 知： | | ,nx a  0,  ,N 当 n N 时，

取上述0, 所以： | | ,nx a  ,N 当 n N 时，

即证得 lim | | | |nn
x a


 。

反之，可考虑数列 1{ } {( 1) }n
nx   。
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2.1  极限的定义

【例题6】

有界知 0, | |nM n x M   ， ，证明：由数列 { }nx

lim 0n nn
x y


  。设数列 { }nx 有界，且 lim 0,nn

y


 证明：

？令 1M 

0, ,N Z     n N当 | | ,ny 时，

| |n nx y M    ，此时，

问题：怎么办？

由 lim 0nn
y


 知

怎样描述更加规范呢？
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2.1  极限的定义

【例题6】

1| 0| ,ny
M
  当 n N 时，

取上述0, 所以： ,N 当 n N 时，

证明(续)：

| | ,n nx y M
M
    

即 lim 0n nn
x y


  ， 证毕。

0,  知由 lim 0nn
y




1 , ,N
M
  对于
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2.1  极限的定义

【例题7】

证明：

2 2lim nn
x a


 。设 lim ( 0),nn

x a a


  证明：
2 2| | | || |n n nx a x a x a   

呢？| |nx a问题：如何处理

由 lim nn
x a


 当 1n N 时，0 1| |, ,a N  知, 对于

故 | | | | | | | |n nx a x a a   0| | | |nx a a   ，有

1| | 3| | , ( )nx a a n N   。进一步，可得
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2.1  极限的定义

【例题7】

取0, 所以： 1 2max{ , },N N N

证明(续)：

当 n N 时， 2 2| | | || | 3| | ,
3| |n n nx a x a x a a

a
       

即 2 2lim nn
x a


 ，证毕。

当 2n N 时，有 1| | ,
3| |nx a

a
  

0,  1 ,
3| |a
 知 对于又由 lim ,nn

x a


 2 ,N

思考题： lim nn
x a


 。设 lim ( 0),nn

x a a


  证明：
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第二章 极限与连续

本次课程内容小结

下次课程内容预告
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第二章 极限与连续

谢 谢 ！


