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    上海科技大学 
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一、 选择题 (每小题 4分, 共 20 分) 

1. 若当 0x → 时, 2(cos 1) ln(1 )x x− + 是比 sinnx x 高阶的无穷小，且 sinnx x 是比

2

3 1x − 高阶的无穷小，则正整数n的值为（  B  ） 

(A) 1.          (B) 2 .         (C) 3 .         (D) 4 . 

2. 已知平面曲线的极坐标方程为 cos sinr  = + ，则该曲线在对应于
π

4
 = 的点

处的切线方程为（  D  ） 

(A) y x= .      (B) y x= − .     (C) 2y x= − .   (D) 2y x= − + . 

3. 极限
4 4 4 2

1 2
lim

2n

n

n n n n n n→

 
+ + + = 

+ + + 
（  A  ） 

  (A) 
1

2
.         (B) 

1

3
.         (C) 

1

6
.         (D) 1 . 

4. 设函数 ( )f x 在[ , ]a b 上可导，满足： ( ) ( ) 0f a f b ，且 ( ) ( )f x f x  − ， ( , )x a b ，

则 ( )f x 在[ , ]a b 上的零点个数为（  C  ） 

(A) 3.         (B) 2 .        (C) 1.          (D) 0 . 

5. 设 ( )f x 在 0x 的某邻域 0( )U x 内有定义，在去心邻域 0( )
o

U x 内可导，则对于下列

论断: 

   (1) 若
0

lim ( )
x x

f x
→

 = ，则 0( )f x 不存在； 

   (2) 若 0( )f x 存在且等于常数 A , 则
0

lim ( )
x x

f x
→

 也存在且等于 A；  

   (3) 若 0( )f x 不存在，则
0

lim ( )
x x

f x
→

 不存在. 

正确论断的个数是（  B  ） 

   (A) 0 .          (B) 1.         (C) 2 .           (D) 3. 
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二、 填空题(每小题 4分,共 20分) 

6. 极限
2

1
lim

1

n

n

n

n→

− 
= 

+ 
                  4e−                              . 

7.函数
3

2

4 5
( )

1

x x
f x

x
的第一类间断点是：          1x = −               . 

8. 函数 ( )y f x= 由
3

2

( ) 1 ,

( ) 3

x t t

y t t t

 = +


= +
确定, 则

2
d

x
f

=
=          

7
d

3
x             . 

9. 已知 ( ) 2f a = ， ( ) 3f a = ，则极限
   

2 2

0

( 2 ) ( )
lim
h

f a h f a h

h→

+ − −
=     36     . 

10. 设函数 ( ) (1 )xf x x= + ，则 ( )f x 带皮亚诺余项的二阶麦克劳林展开式为        

2 21 ( )x o x+ +                                                     . 

 

三、 极限定义证明题（本题 8分） 

11. 用极限定义证明：
3

3
lim 1 0
x x→

 
− = 

 
. 

证： 0  ，取 min(1 , 2 ) 0 =  ，当0 3 1x −  时，有2 4x  ，且 （4分） 

3 33
1

2

x x

x x


− −
− =   ， 

故
3

3
lim 1 0
x x→

 
− = 

 
.  （8 分） 
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四、极限计算（每小题 8分，共 16 分） 

12. 求极限
20

e ( arcsin )
lim

sin ln(1 )

x

x

x x

x x

−

→

−

+
. 

解：
20

e ( arcsin )
lim

sin ln(1 )

x

x

x x

x x

−

→

−

+
30

arcsin
lim
x

x x

x→

−
=   

22

2 20 0

1
1

1 11
lim lim

3 3x x

xx

x x→ →

−
− −−

= =  （4 分） 

2

2 20
lim

3 ( 1 1)x

x

x x→

−
=

− +
 

1

6
= − . （8分） 

 

 

 

 

 

13. 已知函数 ( )f x 满足： (0) (0) 0f f = = ， (0) 6f  = ，求
2

40

(sin )
lim
x

f x

x→
. 

解：
2

40

(sin )
lim
x

f x

x→

2 2

3 20 0

(sin ) 2sin cos (sin )
lim lim

4 2x x

f x x x f x

x x→ →

 
= =  （4 分） 

2 2

2 20

(sin ) (0) sin 1
lim (0) 3

2sin 2x

f x f x
f

x x→

 −
=  = = . （8分） 

或： 2 2(0)
( ) (0) (0) ( )

2

f
f x f f x x o x


= + + + ，（ 0x → ） 

2 23 ( )x o x= + ，（ 0x → ） （4 分） 

所以， 2 4 4 4 4(sin ) 3sin (sin ) 3sin ( )f x x o x x o x= + = + ，（ 0x → ） 

2

40

(sin )
lim
x

f x

x→

4 4

40

3sin ( )
lim 3
x

x o x

x→

+
= = . （8分） 

注：若用两次洛必达法则，得到正确结果，则得 6分。 
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五、导数计算（每题 9分，共 18分） 

14. 已知函数 ( )y y x= 由方程 2e 6 1 0y xy x+ + − = 所确定，求
0

d

d x

y

x =

，
2

2

0

d

d
x

y

x
=

. 

解：由 2e 6 1 0y xy x+ + − = 可知 (0) 0y = ，  

2d
: e 6 1 0

d

y xy x
x

+ + − = e 6 6 2 0y y y xy x  + + + =  (0) 0y = ， （4分） 

d
: e 6 6 2 0

d

y y y xy x
x

 + + + = ( )
2

e e 12 6 2 0y yy y y xy    + + + + =  

(0) 2y = − .（9分） 

 

 

 

 

 

 

 

15. 设函数 2( ) ( 1) sin lnf x x x x= + + , 求 (2022) (π)f .  

解： ( )
(2022)

2( 1) sinx x+   

2 2022 2021 2022 2021 2020
( 1) sin( π) 2022 2( 1) sin( π) 2 sin( π)

2 2 2 2
x x x x x


= + + +  +  + +   +

 （4分） 

( )
2021

(2022)

2022

( 1) 2021!
ln x

x

−
=  （7分） 

(2022) (π)f
2022 2022

π 2021! 2021!
4044(π+1)sin(1011π ) 4044(π+1)

2 π π
= + − = − − .  （9分） 
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六、解答题（本题 8分） 

16. 设 0

3
3

2
x−   ， 1 2 3n nx x+ = + ，nN . 证明数列 nx 收敛，并求其极限. 

解：显然，由归纳法有0 3nx  （ 1, 2 ,n = ），且 

1
1 1

1

2( )
2 3 2 3

2 3 2 3

n n
n n n n

n n

x x
x x x x

x x

−
+ −

−

−
− = + − + =

+ + +
， 

故 1n nx x+ − 与 1n nx x −− 同号，从而 nx 单调， 

由单调有界定理可知 nx 收敛.（6分） 

设 lim n
n

x A
→

= ，对 1 2 3n nx x+ = + 两边令n →， 

得 2 3A A= + ，解得 3A = .（8分） 

 

 

七、证明题（本题 10分，其中第一小题 4分，第二小题 6分） 

17. 设函数 ( )f x 在 [0 ,1] 上连续，在 (0 ,1) 上可导，且 (0) (1) 0f f= = ，

[0 ,1]
max ( ) 0
x

f x M


=  . 证明： 

(1) 存在 0 (0,1)x  ，使得 0( ) 0f x = ； 

(2) 对于大于 1 的任意正整数 n ，存在 1 2, (0,1)   ，且 1 2  ，使得

1 2

1 1

( ) ( )

n

f f M 
− =

 
. 

证：（1）因为 [0 ,1]f C ， (0) (1) 0f f= = ，
[0 ,1]

max ( ) 0
x

f x M


=  ，所以 0 (0 ,1)x  ，

使得 0( )f x M= ，由费马引理可知 0( ) 0f x = ；（4分） 

（2）对大于1的任意正整数 n ，由 0(0) 0 ( )
M

f M f x
n

=   = 及介值定理可知，

0(0 , )x  ，使得 ( )
M

f
n

 = , （7 分） 

因为 ( )f x 在[0 , ] 、[ ,1] 上连续，在 (0 , ) 、 ( ,1) 上可导，由拉格朗日中值定

理， 1 (0 , )   、 2 ( ,1)  ，使 1( ) (0) ( )f f f  − =  ， 2( ) (1) ( )( 1)f f f  − = − ， 

从而，
1 2

1 1 1 1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

n

f f f f f M



    

−
− = − = =

 
.  （10 分）  
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